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写 在 前 面 的 话 


在 一 个 人 所 受 的 基础 教育 中 ,数学 一 直 是 占 着 一 个 特殊 
地 位 的 , 它 占用 的 时 间 可 以 说 是 最 多 的 . 也 许 因为 这 已 是 历史 
上 长 期 以 来 形成 的 事实 ,所 以 很 少 有 人 去 作 说 明 , 即 使 有 的 学 
生 并 不 喜欢 数学 ,也 鼓 不 起 勇气 去 问 个 为 什么 . 

数学 由 于 其 特殊 的 形式 ,给 人 的 印象 常常 是 :一 批 口诀 ， 
一 堆 公 式 以 及 一 串 定 理 , 但 它们 在 解决 生活 及 其 它 学 科 的 问 
题 时 又 是 很 有 用 的 ,于 是 多 数 人 就 硬 着 头皮 按 老 师 教 的 学 下 _ 
去 . 这 样 的 理解 至 多 对 了 一 半 , 因 为 数学 还 有 另 一 个 方面 的 重 
要 作用 ,这 就 是 通过 对 数学 知识 的 介绍 ,对 数学 问题 的 解决 ， 
教会 人 们 一 种 重要 的 分 析 问 题 , 解 决 问题 的 思想 方法 . 简单 地 
讲 , 数 学 要 教会 人 如 何 进 行 逻辑 推理 ,如 何 进行 正确 的 抽象 思 
维 , 如 何在 纷繁 的 事物 中 抓 住 主要 的 联系 ,并 如 何 使 用 明确 的 

要 正确 发 挥 数 学 课程 的 教育 功能 ,除去 需要 教师 与 学 生 
的 积极 努力 以 外 ,也 还 需要 找到 适当 的 辅助 材料 和 恰当 的 方 
法 . 我 们 选编 这 套 《 数 学 小 从 书 一 一 智慧 之 花 ) 就 是 为 了 从 这 
个 方面 为 数学 老师 (主要 是 中 学 的 老师 ) 和 大 学 生 提供 一 点 帮 
助 , 有 一 部 分 也 可 以 用 作 中 学 生 的 课外 读物 . 

我 们 并 不 认为 目前 的 数学 教学 大 纲 的 内 容 太 少 , 太 浅 , 因 
而 要 增加 或 加 深 教学 内 容 . 我 们 更 不 想 给 学 生 增 加 习题 量 以 
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应 付 考试 . 恰恰 相反 ,我 们 认为 再 向 这 个 方向 发 展 将 会 造成 极 
大 的 危害 . 通过 我 们 选择 的 这 些小 文章 ,我们 希望 能 帮助 读者 
对 数学 有 更 全 面 的 了 解 ,使 大 家 发 现 数学 不 只 是 “定义 、 定 理 、 

公式 ,证 明 ” 的 刻板 叙述 ,而 是 生动 活泼, 引人入胜 的 思维 训 
练 . 在 这 里 ,读者 可 以 看 到 如 何 对 各 种 各 样 的 问题 进行 精细 的 
分 析 , 又 如 何 逐 步 把 复杂 的 问题 理 出 头绪 ,最 后 给 出 清晰 的 答 
案 . 总 之 ,我 们 希望 通过 千姿百态 的 分 析 与 讨论 帮助 读者 了 解 
什么 是 大 家 应 该 从 数学 学 习 中 学 到 的 思想 方法 . 

. 我 们 的 目标 是 这 样 ,但 能 否 达到 还 有 待 于 实践 的 检验 . 读 
者 读 过 这 些 书 之 后 的 印象 与 收获 将 作出 评判 , 我 们 希望 大 家 
多 提 批 评 意见 ,帮助 我 们 不 断 改进 我 们 的 工作 . 


"E 46. ds 


一 九 八 九 年 二 月 


出 版 说 明 


现代 数学 ,这 个 最 令 人 惊叹 的 智力 创造 ,已 经 使 人 类 心灵 
的 眼光 越过 无 限 的 时 间 , 使 人 类 心灵 的 手 延伸 到 了 无 边 无 际 
的 空间 . 
— —N. M. Butler 
数学 方法 渗透 进 并 支配 着 一 切 自然 科学 的 “理论 ”分支 . 
在 现代 经 验 科 学 中 , 它 已 越 来 越 成 为 衡量 成 就 的 主要 标准 . 
—— —J. von Neumann 
参与 开发 一 般 智 力 一 一 不 是 为 了 今后 某 一 职业 的 特定 需 
要 ,应 看 成 是 数学 教育 的 基本 目标 . 


— F. Reidt 

PERA 8 S SAB ERIE ,并 认为 它 排斥 常识 ， 
学 仅仅 是 常识 的 一 种 微妙 的 形式 . 

—L. Kelvin 

这 些 著名 学 者 的 话 表达 了 我 们 出 版 《数学 小 从 书 
慧 之 花 ;) 的 想法 和 努力 的 目标 . 

本 丛书 的 主要 对 象 是 :中 学 数学 教师 .数学 各 专业 的 低 年 
级 大 学 生 、 部 分 高 中 学 生 以 及 数学 爱好 者 . 所 选 内 容 力求 生 
动 . 有 趣 , 在 开始 阶段 以 翻译 为 主 ,一 年 2 一 3 册 . 

我 们 希望 本 从 书 能 为 活路 与 推动 中 学 与 大 学 低 年 级 的 数 
学 教学 .提高 中 学 教师 和 大 学 生 的 数学 素质 .更 好 地 沟通 中 学 
数学 与 大 学 数学 以 及 普及 数学 知识 ,做 一 点 有 益 的 工作 . 
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我 们 水 平 有 限 ， A i M 
放 得 绚丽 多 姿 而 共同 努力 ! 


一 九 八 九 年 二 月 
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平面 等 周 问题 的 简单 解法 


Richard F. Demar 


引言 “等 周 问题 ,顾名思义 ,就 是 要 在 周 长 给 定 并 满足 某 
些 条 件 的 所 有 区 域 中 , 找 出 面积 最 大 的 区 域 . 解 这 类 问题 , 通 
常 是 先 证 明 如 果 解 存在 , 则 它 必定 具有 某 种 形状 ,然后 再 去 证 
明 解 必定 存在 . 在 探讨 等 周 问题 的 较 早 一 些 的 著述 中 ,都 认为 
解 的 存在 性 是 不 言 而 喻 的 ,并 没有 意识 到 这 是 一 个 必须 加 以 
考虑 的 问题 . 因此 ,在 默认 了 解 必定 存在 之 后 , 剩 下 的 问题 仅 
仅 是 讨论 解 所 必须 具有 的 形状 . 试图 用 初等 方法 来 研究 这 一 
问题 ,大 致 也 只 能 如 此 . 本 文 就 是 报告 一 种 初等 方法 ,但 它 比 
过 去 使 用 过 的 大 多 数 方法 看 来 具有 更 广泛 的 用 途 . 如 前 所 述 ， 
我 们 将 始终 假定 解 是 存在 的 ,而 只 是 讨论 解 所 必须 具有 的 形 

从 古 时 候 起 ,人 们 就 考虑 等 周 问 题 . 相传 Dido 女皇 ( 赁 直 
觉 ) 解 决 过 一 个 等 周 问题 ,并 由 此 导致 了 迦 太 基 城 的 建立 
([5], 第 882 页 ). 根据 Coolidge 的 考证 , 古 希腊 数学 家 Ze- 
nodorus 在 公元 前 二 世纪 就 研究 过 这 类 问题 ,他 的 研究 成 果 在 - 
5 个 世纪 之 后 由 Pappus 详 述 并 加 以 推广 . 18 世纪 时 ,Lagrange 
创立 了 变 分 法 ,这 对 处 理 等 周 问题 提供 了 最 强 有 力 的 工具 ,万 


(D A simple approach to isoperimetric problems in the plane, Math. Magazine , 48 
(1975), 1—12. 
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其 适用 于 这 个 问题 的 更 一 般 性 的 提 法 . 但 是 ,几何 方法 不 仅 在 
平面 中 ,而 且 在 别 的 某 些 场合 也 都 能 成 功 地 使 用 ,这 一 事实 是 
由 19 世纪 时 的 大 几何 学 家 Jacob Steiner 证 明 的 [6]. 

等 周 问题 的 一 个 直接 的 简化 是 下 面 的 定理 ; 

(+) 在 具有 周 长 ? 的 所 有 区 域 中 ,如 果 8 的 面积 最 大 ， 
则 8 一 定 是 凸 的 . 

集合 S 被 称 为 是 凸 的 ,如 果 对 于 S 中 的 任意 两 点 4 和 B, 
直线 段 48 一 定 整 个 地 被 包含 在 S H.C» ) 的 证 明 见 [4j. 它 
的 证 明 思路 是 很 简单 的 , 即 , 如 果 R 不 是 凸 的 , 则 存在 一 个 区 
域 ,其 面积 更 大 但 周 长 比 R 的 短 ( 见 图 D. 这 条 定理 不 断 地 被 
用 于 去 简化 遇 到 的 各 种 问题 ,但 是 没有 一 种 方法 能 自始至终 


图 1 
地 被 用 于 去 解决 这 各 种 问题 . 对 于 我 们 现 有 的 大 多 数 问题 , 几 
何方 法 是 有 奇效 的 . 本 文 的 目的 是 说 明 , 定 理 ( x ) 不 仅 能 用 于 
简化 问题 ,而 且 能 用 于 解决 许多 问题 . 一 个 非常 简单 的 处 理 手 
法 ,但 其 威力 远 远 超过 人 们 的 预料 ,这 便 是 一 例 . 

我 们 是 这 样 将 定理 (x ) 用 于 解 题 的 . 如 果 我 们 希望 证 明 ， 
满足 茶 些 给 定 条 件 且 具有 最 大 面积 的 区 域 具 备 某 些 性 质 , 那 
末 就 去 考虑 那些 满足 这 些 给 定 条 件 但 不 具备 这 些 性 质 的 区 域 
R. 如 果 我 们 能 构造 出 一 个 区 域 B , 它 不 是 凸 的 但 和 ER 有 相同 
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AY TET AR A EL CFE BABA EAE RRR ATER A RK 
的 面积 ,否则 R 将 是 一 个 非 凸 的 解 @. 这 一 方法 曾 被 Adler ( 参 
见 L1]) 在 很 狭 窜 的 形式 中 用 于 处 理 一 个 很 特殊 的 问题 ,但 并 
没有 意识 到 它 有 着 广泛 的 应 用 . 

现在 用 一 个 非常 简单 的 例子 来 解释 这 一 方法 ,我 们 用 它 
去 证 明 在 周 长 为 ?的 所 有 平面 区 域 中 ,具有 最 大 面积 的 区 域 
不 是 正方 形 . WR ER 是 周 长 为 p 的 正方 形 4BCD, 则 它 的 边 长 
是 p/4. 选取 AB 上 的 点 已 及 BC 上 的 点 了 ,使 EF 的 长 度 小 于 
p/4. 构造 和信 B' P! B' £GAEFB, Hn BS F' TI E' R33 DC 上 的 内 
点 . 则 多 边 形 48FCE' BF D 不 是 凸 的 ,但 它 的 面积 和 周 长 与 
R 相同 ,因而 在 周 长 为 p 的 所 有 区 域 中 RR 不 可 能 有 最 大 的 面 
积 (图 2). ` 


-O 这 实际 上 是 一 种 特殊 形式 的 反 证 法 . 一 一 译 者 注 


为 了 证 明 这 一 方法 的 有 用 性 ,我 们 将 用 它 及 它 的 一 些 稍 
加 变化 的 形式 去 解 下 面 的 3 个 问题 : 设 ?是 给 定 的 正 数 . 

1. 设 * 是 给 定 的 正 整数 . 在 周 长 等 于 zp 的 所 有 % 边 形 中 ， 
求 出 具有 最 大 面积 的 一 个 . 

2. 在 具有 周 长 的 所 有 平面 区 域 中 , 求 出 具有 最 大 面积 
的 区 域 . 

3. 给 定 一 个 周 长 大 于 z 的 三 角形 ,在 被 包含 在 此 三 角形 
中 的 周 长 为 ?的 所 有 区 域 中 , 求 面积 最 大 者 . 

这 3 个 问题 中 的 前 2 个 是 经 典 的 ,它们 的 解 很 早 就 知晓 ， 
第 一 个 问题 的 解 是 正 %* 边 形 , 第 2 个 问题 的 解 是 圆 . 但 我 们 这 
里 给 出 的 证 明 是 新 的 . Alfred Garvin 教授 提出 了 第 3 个 问题 ， 
并 猜测 了 这 一 问题 的 正确 解 ,这 是 他 根据 物理 实验 得 到 的 , 作 
者 在 此 表示 感谢 . Garvin 教授 和 我 都 曾 认 为 这 一 问题 是 新 的 . 
但 是 , 当 这 一 工作 做 完 并 且 写 完 这 篇 文章 之 后 ,作者 发 现 
Steiner 在 1842 年 已 经 发 表 了 这 一 问题 及 其 解 ([6],p. 149). 
在 研究 初等 问题 时 有 许多 这 种 “撞车 ”现象 . 但 这 儿 给 出 的 证 
明 与 Steiner 的 不 一 样 , 而 且 我 们 相信 它 是 新 的 . 

迄今 为 止 ,我 们 一 直 在 用 区 域 这 个 词 , 但 并 没有 定义 它 . 
所 谓 区 域 ,我 们 指 的 是 有 界 连通 开 集 的 闭 包 , 它 的 边界 是 一 条 
简单 的 闭 可 求 长 曲线 ?. 本 文中 用 CAB) ER LER AB 的 长 度 ， 
H m CZ ABC) o ffi ABC 的 角度 . 

文中 要 用 到 一 些 大 家 熟知 的 凸 集 边 界 的 性 质 . 设 R 
个 凸 集 ,其 边界 为 ,7 是 一 条 简单 的 闭 连 续 曲 线 . 设 4 是 > 上 


(D 这 里 及 下 文中 ,不 熟悉 这 些 数学 术语 的 读者 可 以 按 自己 原 有 的 直观 认 
识 去 理解 文中 的 概念 及 结论 ,这 对 于 理解 本 文 不 会 产生 影响 . 一 一 译 者 注 
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的 一 个 点 .设想 自己 站 在 4 点 上 且 面 向 集合 R 则 从 4 出 发 绕 
行走 有 一 个 右手 方向 也 有 一 个 左手 方向 .所 谓 在 4 点 的 右 
手 方向 切线 ,是 指 在 A 点 与 ? 按 右手 方向 相 切 的 射线 ,类 似 地 
定义 左手 方向 切线 . 凸 集 边 界 的 性 质 之 一 就 是 在 它 的 每 一 点 
上 , 既 有 右手 方向 切线 ,也 有 左手 方向 切线 [3]. 这 两 条 射线 的 
夹 角 , 按 包含 在 R 中 的 那 部 分 度量 , 称 为 4 点 的 内 角 . AW R 
是 凸 的 ,所 以 每 一 点 上 的 内 角 最 多 是 180.2 8 是 任意 一 块 
区 域 , 它 的 边界 在 每 一 点 上 既 有 右手 方向 切线 又 有 左手 方向 
切线 . 如 果 其 边界 上 有 一 点 的 内 角 大 于 180°, 0) 8 一 定 不 是 
凸 的 . 如 果 边 界 上 每 一 点 的 内 角 都 等 于 180°, 则 称 y 有 切线 . 
凸 集 边界 的 另 一 条 性 质 是 , 它 包含 一 个 稠密 点 集 , 其 中 的 每 一 
点 上 都 有 切线 . ”的 子 集 8 称 为 是 稠密 的 ,如 果 ?y 的 任意 两 点 
之 间 有 无 数 个 的 点 . 


第 1 个 问题 的 解 ”在 周 长 等 于 2z 的 所 有 UEP, En 
边 形 的 面积 最 大 . 


证 明 我们 先 证 明 解 必定 是 等 边 的 ,然后 证 明 它 必定 是 
等 角 的 . P= A As AL 是 一 个 不 等 边 的 2 VIB. 则 P, 至 少 
有 两 条 相 邻 边 的 长 度 不 相等 . 不 失 一 般 性 ,假定 CO AD (CA 
As) CUALES] 3). 在 44 上 选取 点 C 使 LCA24)) LCA0) «UOS 
A) ,连接 AC. T] m CAL 42440) 79 m CZ A;C AS). K AC 的 垂直 平 
4] £& Bt SE AAC. 并 设 As 是 4 在 此 反射 下 的 像 ,从 而 
AADAC FEAACA; 的 像 . 因为 

m(ZACA3) = mC Z AAC) > m( Z ACA) 
及 


m(ZA:CA3) + m( Z ACA) = 180°, 


所 以 
m CZ. AC As) + MK A,CA3) > 180°. 


ilk, ZWE P = ACAA A 不 是 凸 的 . MAA AAACL 
AACA RUBIA P! 与 ?有 相同 的 周 长 和 面积 . 然而 PA 
n 十 1 条 边 . 为 了 证 明 P. 不 可 能 是 问题 的 解 ,我 们 连接 4142. 所 
得 多 边 形 A Ao As A, 是 zx 边 形 ,其 周 长 小 于 P 的 周 长 从 而 也 
小 于 P. 的 周 长 , 但 它 的 面积 却 大 于 P ,从 而 也 大 于 P. 的 面 
9. 因此 P, 不 可 能 是 问题 的 解 . 解 必定 是 等 边 多 边 形 . 

具有 最 大 面积 的 多 边 形 必定 是 等 角 的 结论 也 可 以 类 似 地 
推 得 . 设 P. = 44…4 是 一 个 不 等 角 的 2 边 形 ;比如 说 
m(/A,A,A2) > mm(A4) ( 见 图 4). MEEK o (ii 0 — a 


n CZ AA Ae) 一 mG/AA)D]. 在 Ash. 上 选取 点 DE 


mC/ AsA,D) = a. 则 有 
6 


图 4 
m( Z ADA) =m( Z Az) + m( Z AAD) 
=m( L4) + a < mL AD 


+ 3 Lm( AAAs) = mCZ Az) | 
=- [Lm( AAA) + m(Z42)] 


— A,A142) — Un GZ A A As) M 92 AD] 


<m LAA A) — mCZ AAD) 
=m( 7 AAD). 
He AD. 的 垂直 平分 线 反 射 A44D. 设 4 FE As 的 像 . 则 
mC/Z A4,D) —mCZ A;DAD "FÉ 
mCZ A,A,D) + m CZ AsALD) 
= m( ZA, AD) + mCGZ A;DA) 
> m( LADA) + m( ZADA) 
= 180°. ; 
因此 多 边 形 P = 4142D43…4, 不 是 凸 的 .但 是 由 于 A424 De 
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AAAD ,所 以 多 边 形 P, 和 P 有 相同 的 周 长 和 面积 .但 是 P' 
LA nti 条 边 . 所 以 我 们 连接 4 和 ,得 多 边 形 P" = ADA A, 
有 % 条 边 ,其 面积 比 P 大 但 周 长 比 P 小 ,从 而 面积 比 P. 大 但 
周 长 比 P. 小. 因此 ,P, 不 可 能 是 问题 的 解 . 从 而 ,一 个 n 边 形 
是 问题 的 解 的 话 , 它 必定 也 是 等 角 的 .证 毕 . 


第 2 个 问题 的 解 ” 在 具有 周 长 ? 的 所 有 平面 区 域 中 , 圆 
的 面积 最 大 . 


TA 设 好 是 周 长 为 ?的 所 有 区 域 中 具有 最 大 面积 的 区 
域 .是正 的 边界 . 因为 及 必定 是 凸 的 ,所 以 存在 的 一 个 稠 
密 点 集 , 在 其 每 一 点 上 都 有 切线 . 设 4 和 了 是 此 稠密 集中 的 
任意 两 点 ,并 使 得 在 A 点 的 切线 和 在 D 点 的 切线 不 平行 9. 两 
条 切线 的 交点 记 为 C( 见 图 5). 我 们 说 一 定 有 

m(ZCAB) = m( Z CBA). 
如 果 这 不 成 立 , 不 妨 设 m CAB) >m( CBA). 记 4B 为 7 在 
AABC 内 部 的 部 分 . 依 AB 的 垂直 平分 线 反射 八 4BC BAB. i 设 
c 是 C 在 该 反射 下 的 像 . 则 A4Bc' FE ABAC 在 此 反射 下 的 
像 . 在 上 代替 4B 以 它 在 此 反射 下 的 像 ,所 得 曲线 记 为 . 又 
设 是 以 y 为 边界 的 区 域 . 因为 反射 保持 面积 和 长 度 不 变 ， 
所 以 和 Rr 有 相同 的 面积 和 周 长 . 又 因为 

m( Z CBA) + mCZ ABD) = 180°. 

X 


O 请 读者 考虑 为 什么 一 定 存在 这 样 的 两 点 . 一 一 译 者 注 
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mC/ZC BA) = m(ZCAB) > mC CBA), 
所 以 

m(4C! BA) + mC ABD) > 180°. 
但 是 BD 和 BC’ 分 别 是 y 在 B 点 的 左手 方向 切线 及 右手 方向 
切线 ,因此 R 不 是 凸 的 . 这 和 好 在 所 有 周 长 为 ?的 区 域 中 面 
耻 最 大 这 一 事实 相 了 矛盾. 因而 mcC4B) > mC ZCBA) 的 假设 
是 错 的 . Bll 

m(/CAB) = m(/] CBA). 


如 果 我 们 分 别 作 y 在 4 点 及 8 点 的 切线 的 垂 线 ,并 记 这 
.两 条 垂 线 的 交点 为 Ff, 则 角 FAB 和 和 角 FBA 分 别 是 两 个 相等 角 
的 余 角 ,从 而 也 相等 ,于 是 有 74) = (CFB) .现在 我 们 在 y 上 
选取 第 3 点 如 ,使 y 在 吾 点 处 有 切线 ,并 作出 该 切线 的 垂 线 ， 
WEA AF 及 BF 的 交点 分 别 为 G 和 五, 并 连接 EA 和 EB, Wü] 
得 到 等 腰 三 角形 EAG 和 EBH( 见 图 6). 因为 
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图 6 


AF) + I(FG) = 1(AG), 
所 以 由 替换 得 

L(BP) + I(FG) = LCEG). 
另外 还 有 ， 

((BF) + (FH) = (EG) + ((GH). 

由 第 2 个 等 式 减 去 第 1 个 等 式 得 

I(FH) — (FG) = I(GH). 
或 者 

(FH) = (FG) + (GH). 

因此 人 入 FGH 是 退化 的 三 角形 ,又 因为 AG, BH 和 EH 是 3 条 不 
同 的 直线 ,所 以 这 意味 着 了 ==G 二 =. 记 这 公共 点 为 G. 这 样 ,点 
A,B REBI G 的 距离 都 相等 . 因为 4,8,8 是 任意 的 ,所 以 y 
EE y 有 切线 的 任意 一 点 离开 G 的 距离 都 等 于 必 4G). 因为 y 
是 一 条 连续 曲线 ,所 以 这 就 意味 着 ,对 于 v 上 的 任意 一 点 X. 
ABA UC XG) =1CAG). 也 就 是 说 ,y 是 一 个 圆 . 

+ 这 个 证 明和 现 有 的 某 些 性 质 相 比 , 优 点 在 于 它 只 依 
HF y 的 局 部 性 质 而 不 是 整体 性 质 . 它 实质 上 是 证 明了 y 的 
每 一 点 的 曲率 都 相等 . 因此 它 所 证 明 的 东西 超过 了 定理 的 结 
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i. 

考虑 这 样 一 类 等 周 问题 ,其 中 ,区 域 边界 的 一 部 分 被 限制 
为 某 种 形状 ,而 其 余部 分 是 自由 的 , 问 何 种 形状 的 区 域 面积 最 
大 ? 由 前 面 的 证 明 可 知 ,如 果 区 域 具 有 最 大 的 面积 , 则 其 边界 
的 每 一 个 自由 部 分 都 应 是 圆 弧 . 例如 ,给 定 线段 4B, 考 虑 以 
AB 为 一 部 分 边界 且 周 长 等 于 给 定数 0 (0 2LCABOO B BUE EC 
域 ,从 中 找 出 面积 最 大 的 区 域 R, 则 ER 的 边界 一 定 是 由 AB 及 
贺 弧 45 组 成 ,其 中 4B 的 长 度 等 于 7 一 /C4B). 

在 给 出 第 3 个 问题 的 解 之 前 ,让 我 们 先 排除 已 被 考虑 过 
的 这 一 问题 的 一 些 特殊 情形 . 给 出 一 个 三 角形 区 域 了 及 数 p, 
2 小 于 了 的 周 长 ,我 们 要 在 包含 在 7 中 上 且 周 长 为 ?的 所 有 区 
域 中 找 出 面积 最 大 的 区 域 R. 设 了 的 内 接 圆 的 周 长 为 ,如 果 ? 
委 , 则 问题 3 与 我 们 已 经 解 出 的 问题 2 是 一 样 的 . 因此 在 问 
题 3 中 ,我 们 假定 >c. 


第 3 个 问题 的 解 ” 设 了 是 给 定 的 三 角形 区 域 , 周 长 为 P， 
内 接 圆 的 周 长 等 于 c. 设 ?是 一 个 定数 ,c<p<P. 则 在 所 有 包 
含 在 7 中 且 周 长 为 p 的 区 域 中 ,具有 最 大 面积 的 区 域 R B5 3 
界 y 由 3 条 圆 弧 及 连接 这 些 圆 弧 的 端点 的 3 条 在 7 的 边 上 的 
线段 组 成 ,其 中 3 条 圆 弧 的 半径 都 相等 ,而 且 每 一 条 圆 弧 都 与 
T 的 两 条 相 邻 的 边 相 切 ( 见 图 7). 


WEB] 设 R 是 问题 的 解 ,y 是 其 边界 . 则 由 上 一 个 问题 解 
后 的 注 知道 ,y 的 任意 一 部 分 ,如 果 不 在 7 的 边界 上 , 则 必定 
EAM. 因为 <P, MUR 的 边界 不 可 能 与 7 的 边界 完全 重 
合 ;从 而 y 至 少 包含 一 条 圆 绝 . 
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图 7 

我 们 首先 证 明了 的 所 有 顶点 都 不 在 上 . R TAAAC, 
并 假定 顶点 C 在 y 上 .因为 RR 是 凸 的 ,所 以 如 果 3 个 顶点 A.B 
KORE yE My DEAT 的 边界 重合 ,我 们 已 经 说 过 ,这 
是 不 可 能 的 . 因此 至 少 有 一 个 顶点 ,譬如 说 3, 不 在 ”上 . 则 存 
在 圆 弧 6, 其 端点 K 及 M 分 别 在 人 4BC 的 两 条 边 上 ,不 妨 设 


图 8 
在 BC 及 4B 上 ( 见 图 8). 在 BC 上 选取 点 8, 在 4C LER AF, 
EEN REE C.“ 紧 人 靠 ” 这 个 词 的 意义 我 们 以 后 详细 说 明 . 
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构造 圆 弧 连接 和 ,此 圆 弧 的 半径 与 8 的 半径 相同 ,圆心 位 
于 EF 的 不 包含 C 的 一 侧 . 现在 在 6 上 选取 G 和 五 ,它们 都 不 
是 5 的 端点 ,使 得 GH 2 Bp. 设 0' 是 不 在 R 上 的 点 并 使 得 
L(C' G) =I (CE) B. (C7 H) =U(CF). 这 里 ,有 一 点 必须 得 到 保 
证 , 即 C' 一 定 要 在 了 的 内 部 ,只 要 一 及 有 充分 接近 C, 这 总 是 
可 以 做 到 的 ,这 也 就 是 我 们 前 面 所 说 的 “ 紧 靠 ”的 含意 . 总 起 来 
说 ,点 召 及 要 选取 得 使 下 列 条 件 都 成 立 : 

(D BB 在 KC 上 ， 

(2) LBF)ZUMK), 

(3) EF 5 BC 不 相 切 ， 

(4) CET OAR. 
我 们 假定 这 些 条 件 都 能 满足 . ~ 

在 ”上 ,用 三 代替 FCUCE, 用 HO UC G 代替 HG, 所 得 曲 
Zu vy. wR eH y 构成 边界 的 区 域 . 因为 以 He’ UC'G 
UGH 为 边界 的 图 形 与 以 FCUCBU EF 为 边界 的 图 形 是 全 等 
的 ,所 以 RR 和 RR 具有 相同 的 面积 及 周 长 . 但 因为 EC 不 是 三 的 
切线 ,所 以 C'G 不 是 GH 的 切线 ,从 而 它 也 不 是 8 的 切线 .于 是 
y 在 G 的 内 角 大 于 180°, 这 说 明 R 不 是 凸 的 ,与 是 问题 的 
TE. 从 而 证 明了 7 的 任意 一 个 顶点 都 不 在 y E. 

其 次 我 们 证 明 包 含 在 y 中 的 圆 弧 都 有 相同 的 半径 . 如 不 
然 , 设 y 包 含 2 条 半径 不 相等 的 弧 pl 和 E B KEE, 
的 半径 是 wm <ra( 见 图 9). 在 P 上 选取 点 D 和 ,在 b 
上 选取 点 下 和 G, 使 得 弦 DE 和 FG HR SSK ODE) =G). TF] 
造 半径 为 71 的 弧 oi ER FRI G, 半 径 为 rs 的 os 连接 D 和 
,由 点 D,E,F AG 的 适当 选取 ,我 们 总 能 使 o 及 os 都 在 了 
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图 9 
中 :在 中 用 m 替换 包含 在 h PHPO, H o PRERE pt 
Ay DE, BRA ADR ILA yr RO 是 以 ”为 边界 的 区 域 , 则 正和 
R' 有 相等 的 面积 和 周 长 . 但是» 在 斑点 的 内 角 大 于 180*( 在 6 
点 的 内 角 同 样 ) ,所 以 R 不 是 凸 的 这 又 和 下 是 问题 的 解 相 巴 

盾 . 从 而 ,包含 在 ， 中 的 每 一 条 圆 弧 都 有 相等 的 半径 . 
最 后 ,我 们 证 明 , 包 含 在 y 中 的 每 一 条 圆 弧 都 与 它们 相交 
的 7 的 每 一 条 边 相 切 . 同样 我 们 设 是 问题 的 解 ,y 是 其 边 
界 . 设 8 是 包含 在 中 的 一 条 圆 弧 , 它 和 了 的 一 条 边 AB 交 于 
AUX Se A AB 在 X 点 不 相 切 ( 见 图 10); 在 8 上 取 一 点 
D( 充 分 接近 于 XO ,并 通过 也 点 作 A WYR EY X AB F B. A 
JA B5 ABE X RAR, BREA CBX) <UCED). 在 EA 上 选取 
点 G [ER LCEX) LCEG) LCED). WWE AEDG } ,mCZ EGD) > 
m CZ EDG). 如 果 我 们 沿 着 BA D 移动 到 ,然后 再 沿 着 y 继 
续 移动 , 则 有 两 种 可 能 的 情形 :如 果 线段 XG 是 边界 y 的 一 部 
分 , 则 我 们 沿 着 XC 移动 ;否则 我 们 到 达 XG 上 的 某 一 点 , 它 是 
中 另 一 条 圆 弧 的 端点 . 但 无 论 哪 一 种 情形 ,> 和 DG 都 相交 于 
一 个 不 是 D 的 点 , 记 这 个 交点 为 (FH 可 能 就 是 G, 也 可 能 不 
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图 11 


Ze REID. RAK 是 ?在 已 点 的 左手 方向 切线 . RU 
mC/Z DHK) ZmC/ DGE) >m( ZEDG). WK HD 的 垂直 平分 线 , 反 
HY (DH),, Bl » YE AEDG AER E EM MAUR y Tk HAA 
左手 方向 切线 HK. VE K' 表示 K 的 像 .在 y 中 用 (DH), 在 此 反 
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射 下 的 像 代替 CDH),, 所 得 曲线 记 为 v ,以 y' 为 边界 的 区 域 记 
Wy R .因为 反射 保持 距离 不 变 , 所 以 和 RY 的 面积 和 周 长 
都 相等 . 又 因为 DK' 是 y Ye D 点 的 右手 方向 切线 ;DY 是 y 在 
D 点 的 左手 方向 切线 ; 
m(ZK' DG) = m(ZKHD) > m(ZEDH); 
mCZEDH) + m(ZHDY) = 180°, 


所 以 
m( ZK! DH) + mCZHDY) > 180°. 

于 是 ;在 DD 点 的 内 和 角 大 于 1807, Ait 8' 不 是 凸 的 . 但 是 这 与 
R 是 问题 的 解 的 假定 相 矛 盾 . 因此 8 与 48 在 X 点 相 切 .结论 
是 :包含 在 y 中 的 每 一 条 圆 弧 和 与 其 相交 的 7 的 每 一 条 边 相 
切 . 

至 此 ,我 们 已 经 清楚 地 证 明了 ,除了 以 下 2 点 外 ,问题 的 
fi RAO y 必定 满足 所 说 的 所 有 条 件 ;(1) y 和 7 的 每 一 条 
” 边 相 交 的 部 分 是 直线 段 ;(2) 包含 在 ”中 的 圆 弧 恰好 是 3 条 . 
现在 我 们 来 说 明 , 从 已 经 证 得 的 结论 可 以 推 得 这 2 点 性 质 . 因 
为 下 是 西 的 ,所 以 > 和 了 的 边 相 交 的 部 分 必定 或 者 是 空 集 ,或 
者 只 是 一 个 点 ,或 者 是 一 条 直线 段 . 假设 y 和 7 的 某 一 条 边 ， 
设 为 48, 相 交 是 空 集 或 者 只 是 一 个 点 .因为 4 和 了 不 在 ”上 ， 
又 因为 包含 在 y 中 的 贺 弧 与 同 它 们 相交 的 7 的 边 相 切 ,所 以 
一 定 存 在 包含 在 »v 中 的 一 条 圆 弧 6,5 AC 及 BC 相 切 ,6 的 圆 
心 与 点 4 及 BB 不 在 8 的 同一 侧 , 并 使 得 8 与 48 边 不 相交 或 
者 相 切 . 因为 C 不 在 ”上 ,所 以 存在 > 的 另 一 条 圆 弧 o 与 AC 


(D 天 D 取 得 充分 接近 z, 所 以 一 定 可 使 R' 被 包含 在 三 角形 中 . 一 一 译 者 注 
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和 BC 相 切 ,其 圆心 与 C 不 在 % 的 同一 侧 0. 由 于 这 两 条 (不 同 
的 一 一 译 者 注 ) 弧 6 Ro 必定 有 相等 的 半径 且 都 和 40 及 BC 
相 切 ,所 以 它们 的 切 点 相同 ,因此 AU o 是 一 个 圆 . 然而 这 个 
圆 的 周 长 至 多 是 。, 这 与 ?的 长 度 是 >: 相 了 矛盾 . 这 就 证 明 
了 ,和 了 的 每 一 条 边 相 交 的 部 分 一 定 是 直线 段 . 又 因为 了 的 
3 个 顶点 都 不 在 ”上 ,所 以 恰好 包含 了 3 REAM. 证 毕 . 


注 1 指出 下 面 这 一 性 质 也 许 是 很 有 意义 的 , 即 包含 在 ? 
中 的 7 上 的 3 2RZRERRS IE BE 2 HG LCAB) : (030) : CA). 如 
果 我 们 以 包含 在 y 中 的 圆 弧 的 相同 半径 ,作出 与 48 及 AC 相 
切 的 圆 ,并 作 8 的 平行 于 BC 的 切线 DE, FRYE BF 平行 于 AB, 
WH 4D,DER EA fü B 相 切 的 点 确定 的 8 的 3 条 圆 弧 与 包含 
在 y 中 的 3 条 圆 弧 相 等 ,而 且 线 段 BF ,FC 及 CE 分 别 与 AB, BC 
RCA 上 包含 在 ”中 的 线段 相等 ( 见 图 12). 解 RR 的 面积 正好 


O WEA CEM. DM 6 及 必定 存在 且 不 相同 . 一 - 译 者 注 
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等 于 圆 p, 平 行 四 边 形 DEFB BA EFC 的 面积 之 和 . 


注 2 如 果 问 题 3 中 的 三 角形 了 用 任意 一 个 凸 多 边 形 代 
替 , 则 显而易见 的 是 ,除了 v 与 多 边 形 的 给 定 边 的 相交 部 分 可 
能 只 是 一 个 点 或 空 集 以 外 ,有 关 ? 的 其 余 性 质 的 证 明 在 这 里 
依然 成 立 . 因此 ,? 一 定 是 由 几 段 相同 半径 的 圆 弧 及 包含 在 给 
定 多 边 形 的 边 上 的 线段 一 起 组 成 的 ,其 中 的 每 一 条 圆 弧 相 切 
于 与 之 相交 的 每 一 条 边 . 
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关于 “平面 等 周 问题 的 简单 解法 ”的 注 记 


ALFRED D. GARVIN 


DeMar 在 其 “… 等 周 问题 …” 的 论文 ( 指 本 书 第 一 篇 文章 ) 
中 ,特别 介绍 了 下 面 的 问题 及 其 解 : 

问题 “给 定 一 个 三 角形 7, 其 周 长 为 P, 内 切 圆周 长 为 。， 
设 有 一 数 为 ye<z<P, 在 了 内 的 所 有 周 长 为 ?的 区 域 之 中 ， 
找 出 面积 最 大 的 区 域 E. | 

结论 ”具有 最 大 面积 的 区 域 R 的 边界 是 由 每 一 条 都 与 了 
的 两 邻 边 相 切 的 三 条 圆 弧 以 及 了 的 边界 上 夹 在 这 些 圆 弧 的 
顶点 之 间 的 三 条 线段 组 成 . 并 且 这 三 条 圆 弧 具有 相同 的 半径 
( 见 图 1). 


A NN 


图 1 
在 给 出 这 个 结论 的 证 明之 前 ,DeMar 教授 对 我 表示 由 襄 
的 感谢 ,为 了 我 提出 了 这 个 问题 以 及 正确 地 猜测 到 它 的 解答 
一 一 这 是 我 通过 物理 实验 得 到 的 . 也 许 读者 有 兴趣 了 解 是 什 
么 样 的 物理 实验 使 得 我 推测 出 这 种 结论 的 . 
第 一 个 实验 的 理论 根据 是 ,三 角形 容器 里 的 水 平 液体 表 
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面 , 具 有 很 大 的 表面 张力 ,使 其 呈现 等 周 的 最 佳 形状 . 把 三 块 
玻璃 片 放 在 水 平 放置 的 玻璃 板 上 构成 一 个 具有 平底 的 直立 的 
小 三 角形 容器 . 将 液态 的 水 银 慢 慢 注 入 其 内 可 以 预料 ,水银 将 
先 构 成 一 个 小 圆 点 ,渐渐 扩大 ,直到 成 为 与 三 角形 内 切 的 圆 为 
AE. 当 继续 注入 水 银 时 ,这 个 圆 面 将 在 三 个 切 点 处 沿 这 个 容 带 
的 边 渐渐 平展 ,同时 半径 逐渐 缩小 ,三 个 圆 弧 将 逐渐 靠近 三 角 
形 的 项 点 .仔细 观察 这 些 圆 弧 的 形状 ,并 用 彩 笔 描 下 这 个 水 银 
面 的 形成 过 程 中 的 许多 中 间 图 形 : 

第 二 个 实验 基于 与 第 一 个 实验 相同 的 理论 根据 . 然而 ,在 
这 个 实验 中 却 是 先 在 三 角形 容器 里 注入 一 部 分 水 ,然后 将 一 
种 粘度 适宜 的 油 慢 慢 注 入 水 中 ,这 时 将 会 发 生 与 第 一 个 实验 
所 描绘 的 相同 的 观察 结果 ,看 到 同样 的 图 形 现象 . 

第 三 个 实验 的 理论 根据 是 对 三 角形 容器 里 的 由 一 种 可 塑 
带 所 范围 的 区 域内 部 施加 水 平 压 力 , 能 呈现 出 一 个 等 周 的 最 
佳 形状 , 用 木材 作 一 个 类 似 于 不 对 称 的 台球 台 的 三 角形 围栏 ， 
按照 DeMar 的 说 法 ,把 长 为 p(c<z<?) 宽 为 半 英 寸 的 硬 纸 带 
两 端 钉 在 一 起 ,形成 一 个 闭 圈 ,并 把 它 在 上 述 三 角形 围栏 里 舒 
展开 ,把 数 以 百 计 的 小 滚 球 倒 入 由 可 塑 带 所 包围 的 空间 里 ,并 
施加 压力 ,直到 盛 满 为 止 . 这 时 ,可 塑 的 围栏 沿 坚硬 的 三 角形 
围栏 边沿 伸展 ,同时 以 三 个 一 样 的 圆 弧 形状 向 三 角形 的 内 和 角 
方向 鼓 起 ,仔细 观察 ,并 描绘 出 这 些 圆 弧 . 

所 有 这 三 个 实验 的 结果 都 表明 ,所 形成 的 弧 基本 是 圆 形 
的 ,反复 的 实验 进一步 证 明了 这 一 现象 . 在 前 面 两 个 表面 张力 
实验 中 , 弯 月 面 效 应 (用 水 银 时 是 凸 的 ,用 油 时 是 止 的) 使 得 这 
些 弧 的 端点 变形 . 事实 上 ,第 三 个 内 压 实 验 表明 这 些 弧 的 端点 
就 是 圆 弧 和 三 角形 边界 的 切 点 . 
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根据 在 任何 一 种 由 这 些 物理 实验 所 形成 的 区 域 中 的 这 三 
个 圆 弧 之 间 的 关系 ,可 以 对 它们 提出 这 样 三 种 假设 : 

1. 它们 有 相同 的 半径 

2. 它们 有 相同 的 弦 . 

3. 它们 有 相同 的 弧 长 . 

我 们 根据 这 三 条 假设 中 的 任何 一 条 ,就 可 以 得 到 周 长 为 
z(e<z<P) 的 相应 的 那 种 区 域 的 面积 的 求 积 公 式 . 一 些 具体 
计算 表明 ,对 任何 给 定 的 三 角形 区 域 7 及 yp, 根据 第 一 条 假设 
所 得 到 的 区 域 的 面积 最 大 . 当然 应 排除 7 是 等 边 三 角形 情 
况 , 这 时 从 三 个 假设 出 发 都 得 出 同样 的 面积 . 

正 是 本 作者 一 一 显然 不 是 一 位 数学 家 
解答 ,而 后 来 由 DeMar 所 证 明 . 


结 R 语 


这 里 所 讨论 的 问题 仅 是 我 所 关心 的 更 广 的 问题 的 一 部 
分 . 利用 DeMar 的 说 法 ,这 个 更 广 的 问题 就 是 ， 

问题 : 给 定 一 个 三 角形 区 域 7, 其 周 长 为 P, 内 切 圆 周 
长 为 在 包含 于 了 内 的 所 有 区 域 中 , 求 区 域 R, 使 得 其 面积 
与 周 长 的 比 最 大 . 

很 容易 确定 ,这 样 的 一 个 区 域 的 周 长 p 必须 小 于 P 而 大 
T o 解决 这 个 问题 的 下 一 步 是 确定 这 个 区 域 的 一 般 形状 . 通 
过 以 上 的 讨论 ,给 出 了 我 一 开始 所 提出 的 问题 的 解答 .假定 这 
个 解答 是 对 的 ,我 用 同样 有 点 不 自然 的 方法 立刻 解决 了 这 个 
更 广 的 问题 . 这 个 问题 的 推广 解决 了 %. 从 而 这 也 提出 了 一 


猜 出 了 问题 的 


© ”这 里 是 指 用 物理 实验 的 方法 来 解决 . 一 一 译 者 注 
2l 


在 数学 上 有 意义 的 猜想 . 

从 以 下 这 一 点 上 来 说 ,我 具有 很 好 的 判断 力 ,我 求助 于 
DeMar 教授 来 证 实 我 的 猜想 (如 果 他 证 明了 这 些 猜想 的 话 ); 
以 及 我 提供 了 严格 数学 证 明 的 背景 . 事情 正 是 这 样 ,DeMar # 
授 证 明了 所 有 这 些 狂想. 我 们 一 起 合作 把 这 一 系列 的 猜想 进 
行 整理 , 写 出 了 具有 相当 价值 的 论文 . | 

极其 不 幸 的 是 ,在 那 篇 文章 发 表 后 不 久 ,E. DeMar 教授 就 
去 世 了 . 据说 , 那 篇 文章 是 他 的 富有 创造 力 的 学 者 生涯 中 的 最 
后 工作 . 由 于 DeMar 教授 的 去 世 ,使 得 作者 关于 更 广 的 问题 
的 工作 的 发 表 推迟 到 他 得 到 另 一 位 同样 尺 慨 的 学 者 的 帮助 . 


CE thi, BABE 
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两 篇 无 字 的 数学 文章 ? 


R. Isaacs 


1. 三 等 分 一 个 角 


2. Pythagoras 定理 2 的 证 明 


(D Two mathematical papers without words, Math. Magazine, 48 (1975)， 
p. 198. 


@ Pythagoras 定理 是 指 勾 股 定理 . 一 一 译 者 注 
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th 中 见 75? 


M. Stojaković 


考虑 线性 方程 组 
AX 一 B, (1) 
其 中 4 是 一 个 x*Xn 和 矩阵 ,X=[x1,…,z,] ,B= 二 [51,…,b,] .有 
人 间 ;“ 为 什么 不 直接 在 (1) 式 的 两 边 取 行 列 式 而 得 到 X 的 解 
呢 ( 如 果 解 存在 的 话 )?” 这 个 问题 初 看 起 来 十 分 思春 ,其 实 不 
然 . 
为 简便 起 见 , 考 虑 ?一 3 的 情形 , 则 (1) 式 为 


a b ci[a b 
HES < 
g h ijlzs bz 
(2) 式 也 可 写成 
abc]|[z00 5,00 
| e / ^ 0 |- ^ 0 1 (3) 
ghijiz; 00 500 


(D A trick with redundant information, The Amer. Math. Monthly,87(1980), 
p. 131. i 


因为 
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I 


abcj[000 0bc 
加 四 图 
94iL001 Ohi 
所 以 利用 矩阵 加 法 得 
abc|[az; 00 bbe 
2 E |- er ^ 
ghillz;01 by hi 
现在 在 (4) 式 两 边 取 行列 式 得 
(detA)z, = detA,, 


AB A, 的 意义 很 明显 ,这 就 是 求 % 的 Crame 法 则 . 


( 朱 学 贤 译 ， 潘 承 彪 校 ) ， 
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夫妇 人 座 问题 的 无 性 别 主义 者 的 解法 


K. P. Bogart 


1. 夫妇 人 入座 问题 

所 谓 夫 妇 入 座 问 题 是 问 v 对 夫妇 围 圆桌 而 坐 ,共有 多 少 
种 不 同 的 入 座 法 ,这 里 要 求 入 座 时 男女 必须 相间 且 同 一 对 夫 
妇 不 能 相 邻 . 以 M, 记 此 不 同 入 座 法 的 种 数 . 

这 个 著名 问题 最 初 由 Lucas[ 8 | F 1891 年 提出 . 更 早 一 
点 ,TaitL12] 曾 提出 过 一 个 与 之 等 价 的 问题 ,这 是 因为 他 在 纽 
结 理论 方面 的 工作 而 引起 的 ( 见 Kaplansky 和 Riordan[6]). 许 
多 作者 讨论 过 这 个 问题 ( 见 [6] 中 参考 文献 ) ,并 找到 了 多 种 解 
法 .大 部 分 解法 只 是 给 出 计算 M, 的 递 推 关系 或 生成 函数 ,而 
不 是 给 出 明显 表达 式 . 1934 年 Touchard[13] 发 表 了 M, 的 第 
一 个 明显 表达 式 , 但 未 予 证 明 . 后 来 Kaplansky[5] 于 1943 年 
给 出 了 Touchard 公式 的 证 明 . Kaplansky 的 推导 是 简单 的 但 不 
很 直接 ,因此 人 们 一 般 还 认为 夫妇 入 座 问 题 是 一 个 困难 问 
gc 

本 文 将 对 Touchard 公式 给 出 一 个 完全 直接 的 推导 . 类 似 
于 Kaplansky 的 解法 ,我 们 的 解法 也 基于 容 斥 原理 (参见 Ryser 


FT 


XU  Non-sexist solution of the ménage problem, The Amer. Math, Monthly, 93 
(1986),514—518. 
Q 可 参看 柯 召 , 魏 万 迪 : 组 合 论 , 上 册 . p. 89 一 92. 一 一 译 者 注 
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[11]fü Riordan[ 9 ]). 所 不 同 的 是 ,我 们 的 解法 并 不 假定 4 位 
女士 (或 位 男士 ) 首 先入 座 . 

2. BEAM A Bld) aH 

首先 考虑 一 个 较 简单 的 问题 , 即 在 夫妇 入 座 问题 中 放弃 
男女 相间 而 坐 的 要 求 , 并 称 之 为 弱 夫 妇 入 座 问 题 , 该 问题 是 问 
n 对 夫妇 围 圆桌 而 坐 , 同 一 对 夫妇 不 相 邻 ,共有 多 少 种 不 同 的 
入 座 法 . 以 M, 记 此 不 同 入 座 法 的 种 数 . 

假设 从 某 一 座位 开始 ,已 将 圆桌 上 座位 按 顺 时 针 方 向 纺 
了 号 . 如 果 不 考虑 同一 对 夫妇 是 否 相 邻 ,那么 这 2n SA m 
桌 而 坐 的 不 同 入 座 法 共 (2z)! 种 ,以 3 记 这 些 不 同 入 座 法 的 集 
合 . 为 了 确定 MW,, 我 们 需要 对 相 邻 而 坐 的 夫妇 的 集合 应 用 容 
斥 原理 . 以 o, 记 某 特定 的 对 夫妇 相 邻 而 坐 的 不 同 入 座 法 种 
数 (此 时 别 的 夫妇 也 可 能 相 邻 而 坐 ). 显然 ,o 并 不 依赖 于 大 对 
夫妇 的 特定 选取 法 ,所 以 由 客 斥 原理 可 得 

m= ev ("eo 


现在 需要 计算 o. Wai. 假如 我 们 有 * 个 无 标记 的 骨 
牌 , 并 且 有 22 个 点 均匀 地 分 布 在 一 个 圆周 上 ,使 得 骨牌 的 大 
小 刚 够 盖 上 相 邻 两 点 . 以 di 记 这 % 个 骨牌 互 不 重合 地 安放 在 
该 圆周 上 使 每 个 骨牌 恰 盖 住 两 点 的 不 同 放 法 的 种 数 ( 见 图 
1). 考虑 到 对 夫妇 在 个 骨牌 所 确定 的 座位 入 座 共 有 *! 种 
不 同方 式 , 而 每 对 夫妇 的 具体 坐 法 有 两 种 , 故 特定 的 * 对 夫妇 

在 这 2 个 座位 入 座 的 方式 共有 1。2* 种 .余下 的 2n— 2k BA 
HA (2n — 21) |. 种 入 座 方式 , 故 有 
Oy = d, * k} * 2* * (2n — 2k)1. 
现在 仅 需 计算 d 这 是 一 个 典型 的 组 合 问题 ,已 有 现成 答案 ， 
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图 1 不 重 本 的 骨牌 放 法 


on t 
d, — s 、 
2n — k k 


( 详 见 Ryser[ 11 D. (译注 :借助 图 1 RANA ELCHE HH d, 的 表 
达 式 . 为 此 不 妨 把 一 个 骨牌 也 看 作 一 个 “点 ”, 于 是 图 1 可 看 作 
2 一 上 个 点 的 圆周 上 有 上 个 作为 骨牌 的 “点 ”如 果 从 某 一 点 开 
始 按 顺 时 针 方 向 将 这 2 一 :个 点 编号 , 因 该 起 点 的 取 法 有 2n 
—hk 种, 故 带 有 两 种 编号 的 图 1 中 骨牌 的 放 法 数 为 

(2n — k) * d,. 
我 们 也 可 用 另 一 方式 来 计算 这 个 数 . 首先 在 编 了 号 的 2n 一 % 


个 圆周 上 的 点 中 取出 个 点 作为 骨牌 到 法 数 为 | “上 m 


k 
后 将 上 骨牌 对 应 于 圆周 上 相 邻 两 点 ,于 是 得 到 圆周 上 的 2 
点 .将 这 2n 个 点 依 顺 时 针 方 向 编号 ,从 而 骨牌 放 法 数 也 为 


[^ 一 
2n * z 
k. 


即 
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由 此 即 得 d. BO SEGA XO d. 代入 w 的 公式 则 有 
@ = 2n * (2n 一 大 一 1)1。2. 
再 将 o 代入 m 的 公式 ,可 得 


n 


m, = c pem: (2n — k — 191 + 2*. 


由 对 称 性 可 知 ,m, 一 定 被 * ^1 除 得 尽 . 提出 此 因子 ,我 们 得 
到 


2n 2n — k 
M, = 2" e n! . (— D EN | 
2, 2n — k 


k 
e (1° 3+ 5 (22 — 2k — 1). 
#21 AMT m 的 前 几 个 值 . 
表 1 Bg ménage & 
nh Hs ma (2*n1) ma/ (27) 
2 8 1 0. 333333--- 
3 192 4 0. 266666--- 
4 11904 31 0. 295238». 
5 1125120 293 0. 310052…. 
6 153262080 3326 0. 319961…， 
7 28507207680 44189 0. 326998*-- 
8 6951513784320 673471 0. 332246… 
9 2153151603671040 11588884 0. 336305--- 
10 826060810479206400 222304897 0. 339537--- 
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3. ménage 问题 的 解 
对 于 ménage 问题 ,我 们 也 象 上 一 节 一 样 进行 ,只 是 入 座 
方式 需 加 上 男女 相间 的 要 求 . 如 果 不 考 虑 同一 对 夫妇 是 否 相 
邻 , 那 么 入 座 法 种 数 为 2 0 0? 种 . 这 是 因为 有 两 种 方式 决定 
哪些 座位 坐 男士 ,哪些 坐 女 士 ; 并 且 有 n 种 方式 让 男士 入 座 
男士 的 座位 ,也 有 et 种 方式 让 女士 入 座 女 士 的 座位 . 与 前 面 
一 样 我 们 有 (请 读者 自己 证 明 一 一 译 者 ) 
R= Seis n -Was 
其 中 Ww, 表示 在 男女 相间 的 要 求 下 ,有 某 上 对 夫妇 相 邻 而 坐 的 
入 座 法 种 数 . 并 且 我 们 有 
W,—2-*d,*k*(n— DI. 
这 里 因子 2 来 自选 取 男 士 ( 或 女士 ) 座 位 的 两 种 方式 .因子 R1 
的 理由 同 前 . 对 余下 的 nk 对 夫妇 ,一 BER nk eK: 
士 入 座 的 方式 数 各 为 (x 一 *)1, 这 决定 了 最 后 一 个 因子 (x 一 
b) PORE de RAG 


W,—2*2n* (2n — k 1)! 
EEE M, 的 公式 中 代入 Wi, 我 们 有 
M, = Se ve (7) 
*2*2n * (Zn — E — 1)! E ER 
由 对 称 性 可 知 ,M， eke onl. 提出 此 因子 ,我 们 得 到 
M,—2*n Ie 1). E A (n — &)1. 
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(n — k)!’ 
(2n — 2k)!" 


表 2 列 出 了 M. 的 前 几 个 值 . 


表 2 Ménage 数 

n M. M,/(2n1) M,/(2n}?) 
2 0 0 0.0 

3 12 1 0. 166666-*- 
4 96 2 0. 0833334 
5 3120 ` 13 0. 108333% 
6 115200 80 0. 111111% 
7 5836320 579 0. 114880--- 
8 382072320 4738 0. 117509…。 
9 31488549120 43287 0. 119562--- 
10 — 3191834419200 439792 0. 121194 


4. 5 Kaplansky 的 解法 相 比 较 


我 们 刚才 给 出 的 解法 是 完全 直接 及 初等 的 . 但 开始 时 我 
们 曾 说 过 ,夫妇 入 座 问 题 一 般 仍 被 认为 是 一 个 棘手 的 问题 , 原 
因 何 在 呢 ? 这 可 以 用 一 句 话 来 回答 ;是 因为 “女士 优先 ”(Ladies 
first). 如 果 在 考虑 这 一 问题 时 没有 想到 让 女士 们 (或 者 在 罕 
见 的 情形 ,让 男士 们 ) 先 入 座 , 则 困难 显然 永远 不 会 出 现 . 因此 
Kaplansky 和 Riordan 说 过 ;我们 可 以 从 固定 丈夫 们 或 妻子 们 
的 位 置 开始 ,比如 说 ,为 礼貌 起 见 先 固定 妻子 们 的 位 置 .” 

由 于 要 让 女士 们 先入 座 , 夫 妇 入 座 问题 就 转化 为 限制 位 
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PEAY HES [a] AL. SBR AY Je ox a UL 411 Je Fh 8 AA fe RT 
要 困难 得 多 ,这 可 以 由 Kaplansky 解法 的 机 人 敏 性 来 判断 [5]: 


我 们 现在 按 通常 的 方式 来 重新 叙述 夫妇 入 座 问题 ,注意 
到 它 的 答案 是 241w, 其 中 是 1,2,…,n 的 不 满足 下 列 22 个 
条 件 中 的 任意 一 个 的 所 有 排列 数 ;1 在 第 1 或 第 2 位 ,2 在 第 
2 或 第 3 位 ,…,n 在 第 4 位 或 第 1 位 . 从 上 面 的 2 个 条 件 中 
挑 出 大 个 , 问 有 多 少 个 1,…,n 的 排列 能 满足 这 所 有 个 条 
件 ? 回 答 是 (一)! 个 或 者 0 个 , 视 这 * 个 条 件 相 容 与 否 而 定 . 
如 果 再 用 w 表示 从 2n 个 条 件 中 选取 个 相 容 条 件 的 方法 数 ， 
则 由 大 家 熟悉 的 容 斥 原理 ,我 们 得 到 

te = D, D'n(n — BDI. 

最 后 只 剩 下 计算 w, 为 此 我 们 注意 到 : 当 把 这 22 个 条 件 依次 
排 成 一 个 圆 形 时 ,只 有 那些 相 邻 的 条 件 才 是 不 相 容 的 …. 


当然 ,mw 二 ,所 以 我 们 看 到 了 ,Kaplansky 是 如 何 由 于 把 
约束 条 件 看 作为 排列 在 一 个 圆 上 ,从 而 又 回 到 了 直接 求解 的 
轨道 . 我 们 只 能 赞赏 Kaplansky 在 重新 发 现 这 个 圆 中 所 表现 出 
来 的 聪慧 ,但 对 使 这 种 聪慧 成 为 必要 的 这 种 传统 一 一 “女士 优 
先 ” 一 一 表示 遗憾 . 


5， 结 论 


我 们 已 经 看 到 ,仅仅 是 由 于 女士 优先 入 座 的 传统 才 使 得 
夫妇 入 座 问题 从 任何 一 个 角度 看 来 都 是 十 分 困难 的 . 我 们 撕 
测 ,如 果 不 是 因为 这 一 传统 作怪 ,或 许 不 必 经 历 了 半 个 世纪 之 
后 才 发 现 M, 的 Touchard 公式 . 在 性 别 问 题 对 数学 的 发 展 起 
阻碍 作用 的 所 有 情形 中 ,这 看 来 是 最 为 奇特 的 例子 了 (见习 题 
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2). 
€. 习题 9 


我 们 在 这 里 提出 几 个 问题 作为 习题 ,读者 可 以 借助 于 文 
后 列 出 的 文献 进行 研究 . 

(1) 说 明 如 何 简 单 地 “推导 出 ”di 的 公式 , 写 出 答案 ,但 不 
要 利用 递 推 关系 、 生 成 函数 或 者 你 所 知道 的 别 的 什么 (提示 : 
首先 对 We 做 ( 即 文章 中 的 译 者 注 )). 

(2) 使 得 夫妇 入 座 问题 变 得 困难 的 真是 性 别 问题 吗 ? ( 见 
Kaplansky 和 Riordan[6] 及 他 们 文中 列 出 的 参考 文献 . ) 

(3) 试 解 由 图 2 所 示 的 夫妇 入 座 问 题 的 一 个 类 似 问 题 
(任何 人 不 允许 挨 着 或 面 对 其 配偶 入 座 ). 


e o e o e O 


Oe Oe O e 
图 2 现实 生活 中 的 夫妇 入 座 问 题 


(4) 弱 夫 妇 入 座 问题 可 以 进一步 推广 如 下 :给 出 具有 相 
同 顶 点 数 的 两 个 图 形 G1 及 Gs, 求 出 将 G1 的 顶点 一 一 映 到 G 
的 顶点 上 ,并 使 得 G, 上 的 任意 一 对 相 邻 顶点 的 映像 都 不 是 G2 


中 本 节 有 删节 . 一 一 译 者 注 
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上 的 相 邻 顶点 的 映射 的 个 数 . 说 明 餐 桌 问题 ( 见 Aspvall 和 
Liang[1],Robbins[10]) 也 能 用 这 样 的 术语 来 表述 ,并 用 容 斥 
原理 求解 .给 出 “ 非 弱 ”的 餐桌 问题 的 陈述 并 解 之 . 说 明 夫 妇 入 
座 问题 也 能 用 这 样 的 术语 表述 ,并 讨论 这 种 表述 形式 有 多 大 
用 处 . 对 Latin 矩形 计数 问题 ( 见 Ryser[11]) 也 进行 同样 的 讨 


ig. 


[1] 


[2] 


[10] 
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NIM 游戏 一 一 一 个 启发 性 的 探讨 


JULIUS G，BARON 


NIM 游戏 (The Game of Nim) OÆ — fj A DHI dg xk. 玩 
时 ,把 筹码 分 成 若干 堆 , 每 堆 筹 码 的 数目 是 任意 的 . 然后 双方 
轮流 拿 走 筹码 . 每 次 拿 时 ,只 能 从 一 堆 里 拿 ,不 许 从 不 同 堆 里 
拿 , 且 每 次 至 少 拿 走 一 个 或 拿 几 个 甚至 一 堆 筹码 . 谁 抢 到 最 后 
一 次 拿 , 谁 就 是 胜 者 . 

Bouton 在 1902 年 出 版 的 Annals of Mathematics 上 首先 叙 
述 了 这 种 游戏 ,也 给 出 了 获胜 的 策略 并 论证 了 它 的 正确 性 . 此 
后 有 许多 文章 曾 论述 过 该 游戏 和 它 的 获胜 策略 . Hardy 与 
Wright 合 著 的 书 :“An Introduction to the Theory of Numbers” 
(1954, 第 117 一 120 页 ) 中 ,也 讲述 了 该 游戏 的 解 . 就 我 所 知 ， 
还 没有 一 本 书 和 文章 论述 策略 问题 的 解 是 如 何 发 现 的 ,从 教 
学 的 角度 来 看 ,问题 的 解 是 如 何 得 到 的 往往 更 重要 ,特别 对 
Nim 游戏 更 是 这 样 , 因 为 它 的 获胜 策略 看 来 似乎 与 问题 并 无 
直接 联系 . 

1963 年 ,我 曾 与 数学 界 朋 友 谈 到 Nim 游戏 , 当 我 表示 我 
对 Nim 策略 如 何 获 得 的 问题 能 给 予 一 个 解释 时 ,匈牙利 High 
School Mathematics Magazine 的 编辑 建议 我 把 它 发 表 出 来 ,这 
就 是 出 现在 1964 年 该 杂志 上 的 一 篇 论文 . 文中 从 具体 问题 出 


由， 据说 这 是 “种 古老 的 中 国 游戏 , 叫 作 筹码 游戏 , 一 一 译 者 注 
36 


发 一 步 步 引 导 到 一 般 策略 的 分 析 . 此 文 是 上 文 的 修改 稿 . 

正如 Hardy 与 Wright 所 指出 的 ,“ 这 种 游戏 有 一 精确 的 
数学 理论 ,事先 能 判断 其 中 一 方 可 获胜 ”. 事实 上 ,vonNe- 
umann 有 这 样 一 条 定理 :一 种 具有 完全 确定 讯息 的 游戏 ( 例 
如 象 Nim 游戏 ) 必 有 一 确定 的 取胜 策略 . 但 我 们 不 打算 应 用 
这 一 理论 ,我 们 只 在 假定 策略 存在 的 前 提 下 ,指出 如 何 从 实践 
经 验 中 捉摸 出 策略 的 一 些 性 质 , 并 由 此 揭示 出 获胜 的 策略 . 

我 们 称 在 任何 一 次 拿 取 之 后 每 堆 筹 码 数 目的 集合 为 游戏 
在 该 时 刻 的 “状态 ”, 并 用 圆 括 弧 内 依 非 降 顺序 填 入 每 堆 筹 码 
的 数目 所 构成 的 数组 来 表示 这 个 状态 . 例如 , (2,4,4,7,9) 表 
示 一 个 五 堆 的 状态 . 为 简单 起 见 , 我 们 就 把 状态 称 为 数组 ,并 
根据 堆 ( 即 数组 中 的 数 ) 的 个 数 相 应 地 说 一 元 数组 ,二 元 数组 ， 
三 元 数组 等 等 . 

若 游戏 的 双方 都 熟知 获胜 的 策略 ,显然 初始 数组 便 决 定 
了 游戏 的 结局 .因此 ,可 以 把 初始 数组 分 成 两 类 : 先 拿 一 方 能 
获胜 的 初始 数组 称 为 赢 数组 , 先 拿 一 方 不 能 获胜 的 初始 数组 
称 为 输 数 组 . 

经 验 指出 , 输 数组 的 数量 少 ,因此 我 们 先 寻 求 输 数 组 的 特 
征 . 事实 上 我 们 认识 了 输 数 组 ,也 就 朝 获 胜 策略 的 方向 上 前 进 
了 一 大 步 . 

下 面 关 于 两 类 数组 的 关系 是 显然 的 . 

l. 输 数 组 拿 一 次 筹码 后 ,必定 变 为 赢 数 组 ; 

2， 赢 数组 一 定 可 以 适当 拿 一 次 筹码 后 ,使 其 变 为 输 数 
组 ; 

3. 输 数组 的 一 般 特征 必定 包含 最 简单 的 输 数组 (1, DD. 

先 考 察 一 些 简单 的 数组 . 一 元 数组 不 管 它 包含 多 少 筹码 
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都 是 赢 数组 . 二 元 数组 a,b) 是 一 输 数 组 当 且 仅 当 4 — 0. 
实 上 数组 (a,5) 拿 一 次 后 使 两 堆 数目 不 等 ,再 拿 一 次 后 总 可 
使 两 堆 数 目 再 度 相等 . 

三 元 数组 若是 输 数 组 , 则 三 个 数 一 定 两 两 不 等 . 因为 三 元 
数组 (a,5,5) , 拿 走 4a》 后 ,将 变 为 输 数 组 (2,6). 

最 简单 的 三 数 不 等 的 三 元 数组 是 (1,2,3). 拿 一 次 后 出 现 
下 列 六 种 可 能 (0,2,3),(1,1,3),(1,0,3),(1,2,2),(1,2,1)， 
(1,2,0) ,显然 再 拿 一 次 后 都 变 为 输 数 组 ,所 以 (1,2,3) 为 一 输 
数组 . 保留 最 小 数 为 1 的 情况 下 , 接 下 去 这 种 最 简单 的 三 元 数 
组 是 (1,2,4),(1,3,4), 经 一 次 适当 的 拿 取 后 , 均 能 变 为 (1,2， 
3), 所 以 它们 是 赢 数组 . 同 理 (1,2,5) 与 (1,3,5) 也 是 赢 数组 . 
另 一 方面 ,对 于 数组 (1,4,5) ,考虑 它 的 各 种 可 能 拿 法 , 即 可 看 
出 它 是 输 数组 . 一 般 地 ,数组 (1,284,24 十 1) 是 一 输 数组 ,因为 
任意 拿 一 次 后 ,总 可 再 经 一 次 适当 的 拿 取 使 其 变 为 (2 ,2#) 或 
CL, DX C1,22,2n4- 1) (n). 

对 最 小 数 大 于 1 的 三 元 数组 , 拿 一 次 后 可 能 出 现 的 情形 大 
大 增加 ,用 上 面 这 种 讨论 方法 就 行 不 通 了 ,需要 用 别 的 办 法 来 
处 理 . 

任 一 三 元 数组 包含 三 个 数 对 作为 它 的 子 集 . 我 们 用 下 面 
的 “排除 原理 ”来 考虑 这 些 数 对 . 如 果 一 个 三 元 数组 的 集合 中 
的 每 一 个 都 是 输 数 组 ,那么 任 一 数 对 只 可 能 在 这 些 数组 的 全 
部 这 种 子 集中 出 现 一 次 .事实 上 A (a,b,c) 5 Cab, D ER 
三 元 数组 , 且 4>e, 它 们 同 以 数 对 (a,2) 为 其 子 集 . 拿 一 次 后 可 
使 4 变 为 c, 这 表明 (a,5,c) 与 (a,6,d) 不 可 能 同时 为 输 数 组 . 

据 此 我 们 给 出 如 何 获 得 没有 公共 数 对 的 三 元 数组 的 程 
m. 
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首先 我 们 把 具有 相同 较 小 数 的 数 对 排 成 一 行 , 且 按 对 中 
较 大 数 递 增 的 顺序 排列 这 些 数 对 . 再 按 行 中 较 小 数 递增 的 顺 
序 排列 这 些 行 . 由 此 得 到 一 矩形 阵 ( 见 表 1). 

表 1 

D 4 5) — (58 (1,7) 

D Q.D — (9 (2,6) (D 

34D BD GO GD 

(415) — (40 — (7D 

(5,6) 6D 


(6,7) 


由 表 看 出 ,对 角 线 上 数 对 有 相同 的 较 大 数 ,我 们 就 用 该 数 
来 称呼 这 对 角 线 . 如 在 表 1 中 ,我 们 可 以 说 对 角 线 7 却 好 在 对 角 
线 6 之 下 . 和 矩 形 阵 也 可 以 看 成 不 断 地 添加 对 和 角 线 而 得 到 的 . 

我 们 先 来 说 明 如 何 利 用 对 角 线 6 以 上 的 数 对 ,得 出 无 公共 
数 对 的 三 元 数组 的 过 程 . 不 妨 引 入 一 名 词 , 称 两 个 数 对 是 相 容 
的 ,如 果 它 们 的 和 和 集 是 一 三 元 数组 . 

第 一 个 数 对 (1,2) 与 下 一 个 相 容 的 数 对 (1,3) 相 结合 得 到 
三 元 数组 (1,2,3). 根据 “排除 原理 ”, 进 一 步 考虑 时 可 以 将 数 
对 (1,2), 《1,3) 和 (2,3) 排 除 . 下 一 个 可 用 的 数 对 是 (1,4), 相 
容 的 数 对 是 (1,5) ,它们 形成 三 元 数组 (1,4,5), 因 此 数 对 (1， 
4),(1,5),(4,5) 也 可 排除 . 数 对 (1,6) 在 对 角 线 6 之 上 没有 相 
容 数 对 ,但 它 不 能 排除 ,因为 当 添加 对 角 线 时 就 会 出 现 相 容 的 
数 对 . 类 似 于 第 一 行 处 理 , 后 面 几 行 有 相 容 数 对 (2,4) 与 (2， 
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6), (3,5) 55 (3,6), (8 — JE MA (2, 4,60 00103, 5, 60. 这 样 对 角 
线 6 以 上 的 数 对 共 形 成 四 个 三 元 数组 , 还 留 下 三 个 数 对 备用 . 

我 们 添加 对 角 线 7 的 数 对 ,如 上 考虑 得 三 元 数组 (1,6,7)， 
(2,5,7) 和 (3,4,7). 总 共 得 七 个 三 元 数组 . 这 时 对 角 线 7 以 上 
的 数 对 全 部 用 完 , 没 有 一 个 数 对 留 下 备用 . 

不 断 地 添加 对 角 线 , 不 断 地 形成 可 能 出 现 的 三 元 数组 . 直 
到 添 至 对 角 线 15 时 ,再 次 所 有 数 对 全 部 用 完 , 我 们 称 对 角 线 7 
与 15 为 完全 对 角 线 . 

再 下 一 条 完全 对 角 线 是 31. 从 对 角 线 31 以 上 的 465 个 数 对 
中 , 共 形 成 155 个 三 元 数组 . 为 简单 起 见 ,我 们 称 这 些 三 元 数组 
的 集合 为 集合 La 这 集合 中 的 元 素 具 有 和 输 数 组 的 一 些 特 征 . 
如 改变 该 集合 的 任 一 三 元 数组 中 任 一 数 , 所 得 数组 就 不 属于 
该 集合 . 特别 重要 的 是 :在 实际 玩 Nim 游戏 时 , 若 初始 数组 是 
La! 的 元 素 , 当 对 方 拿 了 一 次 后 ,利用 Za 表 总 能 取胜 中, 所 以 根 
据 经 验 La 集合 是 输 数 组 集合 . 为 了 把 这 结果 引导 到 精确 形 
R ,我 们 来 观察 这 155 个 三 元 数组 . 

基于 观察 方便 ,把 155 个 数组 按 其 最 小 数 排 成 一 列 ,每 列 
按 中 间 数 大 小 顺序 排 ( 见 表 2). 

每 一 三 元 数组 记 为 (a,8,c) Cabo) ,通过 观察 可 得 下 面 
论证 时 要 用 到 的 一 些 性 质 : 

1. 4 (a,b,c) € La, Ml ad-b-- c 为 偶数 ; 

2. Æ (2a, 2b, 2c) € Ls, WM (a,b,c) € La; 

3. (a.b, € La A a,b,c 中 两 个 为 奇数 , 则 这 两 个 奇 
数 减 1 所 得 的 三 元 数组 也 属于 Las 


(D” 即 青 拿 一 次 使 所 得 三 元 数组 仍 属 本 集合 La. 一 一 译 者 注 
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1,2,3 
4,5 
6,7 
8,9 

10,11 

12,13 

14,15 
16,17 
18,19 
20,21 

22,23 
24,25 
26,27 
28,29 
30,31 

9.16425 

17,24 
18,27 
19,26 
20,29 
21,28 
22,31 


23,30 


2,4,6 
5,7 
8,10 
9,11 
12,14 
13,15 
16,18 
17,19 
20,22 
21,23 
24,26 
25,27 
28,30 
29,31 


3,4,7 4,8,12 


5,6 
8,11 
9,10 

12,15 
13,14 
16,19 
17,18 
20,23 
21,22 
24,27 
25,26 
28,31 
29,30 


10,14 10,15 10,12 


11,15 11,14 11,13 


16,20 16,21 16,22 


17,21 17,20 17,23 


18,22 18,23 18,20 


19,23 19,22 19,21 


24,28 24,29 24,30 


25,29 25,28 25,31 


26,30 26,31 26,28 


27,31 27,30 27,29 


7,8,15 8,16,24 


9,14 
10,13 
11,12 
16,23 
17,22 
18,21 
19,20 
24,31 
25,30 
26,29 
27,28 


17,25 
18,26 
19,27 
20,28 
21,29 
22,30 
23,31 


10,16,26 11,16,27 12,16,28 13,16,29 14,16,30 15,16,31 


17,27 
18,24 
19,25 
20,30 
21,31 


22,28 


. 23,29 


17,26 
18,25 
19,24 
20,31 
21,30 
22,29 


23,28 


17,29 
18,30 
19,31 
20,24 
21,25 
22,26 


23,27 


17,28 
18.31 
19,30 
20.25 
21,24 
22,27 


23,26 


17,31 
18,28 
19,29 
20,26 
21,27 
22,24 


23,25 


17,30 
18,29 
19,28 
20,27 
21,26 
22,25 


23,24 
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4. 完全 对 角 线 对 应 于 数 2 — 1, n=3,4,5. 

设想 形成 三 元 数组 的 过 程 无 限 地 进行 下 去 ,从 而 得 到 一 
个 递增 的 三 元 数组 集合 工 的 序列 . 我们 猜想 它们 都 是 输 数组 
且 具 有 上 述 几 条 性 质 . 这 样 ,集合 工 中 每 一 三 元 数组 必定 或 
者 只 有 一 个 数 是 偶数 ,或 者 三 个 数 都 是 偶数 ; 若 三 个 数 都 是 偶 
数 ,每 个 数 除 2 所 得 的 三 元 数组 也 属于 集合 工 ; 若 只 有 一 个 数 
是 偶数 , 则 其 形式 为 (284 十 1,2m 十 1,2z) 或 它 的 一 个 壮 换 ,奇数 
都 减 1, 然 后 每 个 数 除 2 所 得 的 三 元 数组 也 属于 集合 L 

我 们 通过 三 元 数组 (25,43,50), (16,39,47) 和 (29,63， 
66) 来 说 明 这 一 点 . 


表 3 

例 1 例 2 例 3 
25,43,50 16,39,47 29,63,66 
12,21,25 8,19,23 14,31,33 
6,10,12 4,9,11 7,15,16 
3,5,6 2,4,5 3,7,8 
1,2,3 1,2,2 1,3,4 
0,1,1 0,1,2 


利用 上 述 性 质 ,在 例 1, 我 们 最 后 得 到 的 是 输 数 组 . 所 以 数 

组 (25,43,50)EL; 在 例 2, 最 后 一 个 三 元 数组 各 数 之 和 为 奇 

数 , 所 以 数组 (16,39,47) 不 属于 集合 L; 例 3 的 最 后 一 个 三 元 
42 


数组 情形 同 例 2. 所 以 数组 (29,63,66) 也 不 属于 集合 元. 事实 
上 用 此 方法 能 判断 任 一 三 元 数组 是 否 属于 集合 L 当 数 字 相 
当 大 时 ,这 方法 实际 使 用 起 来 是 很 麻烦 的 ,而 且 不 能 应 用 于 n 
FORA (n> 3). 

有 一 明显 的 技巧 可 简化 上 述 方法 ,使 实际 应 用 起 来 很 方 
便 , 尤 其 重要 的 是 它 对 多 元 数组 也 适用 , 且 提 供 了 证 明 方法 . 

上 面 我 们 由 一 个 三 元 数组 得 出 下 一 三 元 数组 ,只 用 到 两 
种 算术 运算 : 除 2 与 减 1. 若 把 三 元 数组 的 数 表 示 成 二 进位 制 的 
形式 , 则 两 种 运算 的 结果 只 反映 在 最 后 一 位 数字 上 . 若 一 个 数 
是 偶数 , 它 的 二 进 制 表示 的 最 后 一 位 数字 是 0, 该 数 除 2, 只 是 
简单 地 抹 去 最 后 一 位 数字 0. 若 一 个 数 是 奇数 , 它 的 二 进 制 表 
示 的 最 后 一 位 数字 是 1, 该 数 减 1, 只 是 简单 地 把 最 后 一 位 数字 
1 换 成 0. 表 3 中 的 例 1 与 例 2, 若 用 二 进 制 来 表示 即 为 表 4. 


表 4 
例 1 例 2 
11001 101011 110010 10000 100111 101111 
1100 10101 11001 1000 10011 10111 
110 1010 1100 100 1001 1011 


11 101 110 10 100 101 
1 10 11 1 10 10 


0 1 1 


用 二 进 制 化 简 过 程 可 概括 如 下 : 先 看 三 个 数 的 末 位 数字 
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是 否 都 是 0 或 只 有 一 个 是 0, 相 当 于 看 三 个 数 的 末 位 数字 中 ,1 
出 现 的 次 数 是 否 是 偶数 次 ,若是 ,就 抹 去 三 个 数 的 末 位 数字 ， 
这 样 一 步 步 做 下 去 . 若 得 到 一 三 元 数组 , 它 的 末 位 数字 中 ,1 出 
现 的 次 数 是 奇数 次 ,或 末 位 数字 之 和 为 奇数 ,因而 三 个 数 之 和 
也 为 奇数 , 则 这 个 三 元 数组 及 导出 它 的 前 面 所 有 三 元 数组 都 
不 是 输 数 组 . 

车 我 们 把 三 元 数组 的 三 个 二 进位 数 如 同 作 加 法 一 样 把 它 
们 纵 排 起 来 ,考虑 这 些 二 进位 数 在 同一 位 上 的 数字 构成 的 列 . 
这 样 ,上 面 的 逐步 抹 去 法 是 看 所 得 三 个 数 的 末 位 数字 中 ,1 出 
现 的 次 数 是 否 是 奇数 次 ,实际 上 就 是 看 每 一 列 数 字 中 ,1 出 现 
的 次 数 是 否 是 奇数 次 . 于 是 ,我 们 最 终 得 到 三 元 数组 的 判别 法 
则 : 写 每 堆 筹码 数 为 二 进位 数 , 然 后 如 同 作 加 法 一 样 把 它们 纵 
排 起 来 ,并 求 出 每 一 列 上 的 数字 之 和 %. 数组 是 输 数组 当 且 仅 
当 每 一 列 上 的 和 为 偶数 ( 表 5). 

表 5 


11001 10000 
101011 100111 
110010 104111 
222022 211222 


这 就 是 通常 所 说 的 Nim 策略 规则 . 它 的 正确 性 的 演绎 证 


D 注意 :这 些 和 下 
44 


明 可 以 在 前 面 所 提 到 的 Hardy 与 Wright 的 书 中 找到 由. 这 证 
明 把 我 们 前 面 的 猜测 变 为 确凿 的 事实 ,此 外 ,这 一 规则 与 它 的 
证 明 对 任意 多 堆 筹 码 也 成 立 . 这 规则 也 为 如 何 使 赢 数 组 拿 一 
次 后 变 为 输 数组 提供 了 一 个 简单 的 方法 . 


( 方 企 勤 译 ， 潘 承 彪 校 ) 


也 ”事实 上 ,在 三 堆 筹码 的 情形 ,读者 应 该 能 自己 给 出 一 个 这 样 的 证 明 , 应 
该 看 出 ,在 两 堆 筹 码 情形 , 输 数组 就 是 “对 称 ” 一 一 即 两 堆 筹码 数 相等 -一 状态 的 
出 现 .同样 ,在 三 堆 筹 码 情形 ,利用 二 进位 后 , 输 数 组 也 就 是 一 种 “对 称 ”状态 的 出 
现 ,请 读者 考虑 这 是 怎样 的 一 种 “对 称 ”状态 . 这 种 观点 可 以 推广 到 任意 堆 的 情 
JE. 因此 ,筹码 游戏 的 决胜 策略 实际 上 是 对 称 与 二 进位 的 一 次 巧妙 应 用 . 一 一 编 
者 注 
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关于 多 面体 的 面 


BENJAMIN L. SCHWARTZ 


一 个 多 面体 的 两 个 面 称 为 是 相 容 的 ,如 果 这 两 个 面 有 相 
同 的 楼 数 (或 顶点 数 ). 本 文 证 明了 如 下 定理 : 

定理 ”每 个 单 连 通 的 多 面体 至 少 有 三 对 相 容 的 面 . 

我 们 约定 多 面体 的 每 个 顶点 至 少 与 三 个 面相 关联 , 即 此 
顶点 至 少 是 三 个 面 的 顶点 . 这 个 约定 排除 了 一 条 楼 的 再 细 分 . 
否则 ,我 们 可 以 将 一 个 真 三 角形 转换 为 一 个 具有 两 个 相 邻 共 
线 楼 的 假 “ 四 边 形 ”. 显然 ,这 样 做 的 结果 得 到 的 不 是 一 个 新 多 
面体 ,而 是 原先 多 面体 的 一 个 不 同 的 解释 . 

定理 的 证 明 要 用 到 欧 拉 公式 BG BO — V CIC RO HF 
( 面 数 ) 一 2 和 下 面 的 引 理 ; 

引 理 设 1 为 多 面体 面 i 的 楼 数 ,那么 

F— 41/55 > F. 

证 明 ”因为 每 个 顶点 至 少 与 三 个 面相 关联 ,所 以 ,如 果 我 

们 按 面 计算 顶 点 数 ,那么 每 一 个 顶点 至 少 要 算 三 次 , 即 3r S 


DUP. 类 似 地 ,如 果 我 们 按 面 算 楼 数 ,每 一 条 楼 恰好 要 算 两 
次 ,有 2 二 Dar. 结合 这 些 结果 得 
SUA = B=r+tr—2<0/3) r+r—2, 


这 就 立即 推出 引 理 结论 . 
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定理 的 证 明 ” 现 假定 存在 一 个 多 面体 恰恰 具有 两 对 相 容 
的 面 . 因为 >, IA F 最 小 的 取 值 可 能 是 
3,3,4,4,5,6,7,°°,F. 
不 看 前 三 项 这 是 一 个 等 差 数 列 , 因 此 


1 
DAS sh I-A 
再 由 引 理 结论 ,我 们 得 到 
F—220/05]5 2 /dir +1) + 4], 
化 简 后 有 


F? — 11F + 32 < 0. 
但 因为 判别 式 小 于 零 , 这 个 二 次 式 是 正定 的 . 因而 所 需要 的 不 
等 式 条 件 决 不 会 满足 . 定理 得 证 . 


NU 


LN 
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上 述 论述 证 明了 不 存在 少 于 三 对 相 容 面 的 多 面体 . 图 1 和 
图 2 说 明 存 在 恰 有 三 对 相 容 面 的 多 面体 . 具有 三 对 相 容 面 的 多 
面体 只 有 这 两 种 图 形 , 我 们 把 它 的 证 明 留 给 读者 . 特别 的 ,不 
存在 具有 三 个 一 组 相 容 面 且 没 有 其 它 相 容 对 的 多 面体 . 


CX] 339 FEHR 


48 


Cardan AR R VU 2x 75 EL 


R. Chalkley 


REE 这 篇 文章 用 到 了 有 关 数 域 的 一 些 知识 ,为 使 


不 熟悉 数 域 知识 的 读者 便于 理解 ,我 们 对 原文 作 了 一 些 更 改 ， 
仅 考虑 复数 域 C. 熟悉 数 域 知识 的 读者 可 以 参阅 译文 中 的 注 . 


1. 引言 


1956 年 ,Chao-Hui Young 博士 告诉 我 一 种 很 有 意思 的 方 
法 ,他 用 3X3 阶 循环 矩阵 得 到 了 三 次 方程 根 的 Cardan 公式 . 
最 近 , 用 同样 的 方法 ,我 用 4X4 阶 循环 矩阵 发 现 了 四 次 方程 根 
的 类 似 公式 . 有 关 三 次 方程 的 结果 在 本 文 的 § 2 中 给 出 .$ 4 中 
的 定理 1 叙述 了 我 做 的 有 关 四 次 方程 的 工作 . 8 5 和 § 6 讨论 它 
们 和 另 一 种 求解 技巧 的 联系 . 

先 说 明 一 点 ,本 文中 所 讨论 的 多 元 多 项 式 的 系数 都 在 复 
数 域 C 中 ,多 项 式 的 除法 也 在 复数 域 C 中 考虑 @. 


(D Cardan’s formulas and biquadratic equations, Math. Magazine ,47(1974) ,8 
— l4. 

包 ， 熟悉 数 域 知识 的 读者 ,可 以 认为 本 文中 多 项 式 的 系数 属于 某 个 数 域 P， 
并 要 求 方程 的 根 也 属于 F, 只 要 满足 以 下 条 件 :F 是 一 个 特征 数 关 2,3 的 域 ,对 
于 中 的 任意 元 素 n WR X= 有 一 个 根 属于 ,X==y 也 有 一 个 根 属于 F. 对 
于 这 样 的 数 域 ,本 文中 的 结果 都 成 立 . 译 者 注 
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2. Cardan 公式 


利用 循环 矩阵 


Z 
| T 
X 
很 容易 证 明 并 记 住 下 面 的 公式 : 
X? + C— 3YZ) X + (Y? + 25) 
二 (了 十 了 十 2Z)(X 4+ of + o?Z) CX + Y + 62), 
(2) 
其 中 的 o — en ,是 1 的 主 三 次 根 . 显 见 , (2) 式 的 左边 是 矩阵 
(1) 的 行列 式 D, 它 是 一 个 三 元 多 项 式 . 另外 ,对 矩阵 (1) 作 行 
变换 ,所 得 矩阵 的 行列 式 等 于 D. 因此 ,在 第 1 行 (X,Y,Z) 上 加 
E8821; 2, XY) 58311 (2, XO Ja HF] EE SI], X - Y 7 Z 是 
行列 式 D 的 一 个 因子 ;因为 = 二 1, 所 以 在 行 (X,Y,Z) 上 加 上 
o? (Z, X,Y) & of ,2Z,X) 后 可 以 看 到 ,XX 十 eo? 十 w2Z 也 是 也 的 
一 个 因子 ;同样 可 证 X 十 o 十 o2 也 是 D 的 因子 . 由 于 这 三 个 
三 元 一 次 多 项 式 两 两 之 比 都 不 等 于 常数 ,所 以 它们 的 乘积 必 
整除 D, 由 此 可 以 推出 它们 的 乘积 必 等 于 D( 请 读者 自己 证 
AA). 
在 等 式 (2) 中 用 一 了 代替 了 及 用 一 2 代替 Z, 可 得 
X? 十 (一 372Z2)X 十 (— Y — 2) = THe 一 oY 一 oZ). 


(3) 
设 “及 6 是 复数 ,为 了 求解 三 次 方程 
X*+aX+p=0, (4) 
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我 们 去 寻求 方程 组 
—3YZ=a, ~Y- Z= (5) 
的 解 (yo,20). 这 时 要 分 2 种 情形 讨论 . 
(1) a 闫 0 或 者 B40. 这 时 设 是 方程 
r+pr+(—$) =° 
的 非 零 解 ,加 是 方程 六 = 和 的 解 . 由 于 如 关 0, 所 以 令 w= 
—a/3yo. VI B (yo. 20) EBA 


YZ 一 一 - 


a 342 — 2 ? Lo. py3 
的 解 . 又 因为 so 到 0, 所 以 (加 ,zo) 是 方程 组 (5) 的 解 . 
(2) c 一 0 及 p=0. 这 时 可 以 取 yo 0 m=0. 


在 等 式 (3) 中 ,用 yo 代替 Y 及 用 2 代替 Z ,得 
X3 十 acX 十 8 一 [[« 一 ayy 一 oz). 


从 而 有 ,方程 (4) 的 3 个 根 X XR X; 可 表 为 
X, + 一 oso + ozo, s= 0,1,2. 


给 定 一 个 三 次 方程 V+aX’+aXta=0,H ay ,az 和 
om 是 复数 , 作 变 换 又 =X 一 (cyV3), 则 可 将 它 变 为 形式 (4). A 
此 ,任意 一 个 复 系 数 三 次 方程 均 可 解 . 

3. 循环 矩阵 的 行列 式 


下 面 是 [2] 中 结果 的 一 个 变形 ,后 文 将 用 到 它 . 
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引 理 ” 设 "之 2,p 是 "次 本 原单 位 根 @,C[X，…, 蕊 ] 是 全 
体 复 系数 4 元 多 项 式 的 集合 , 令 l 


X; X Xa ^ X, 

X, X Xa X3 
He : : ， 

Xs; X, X% Xs 


X? Xj ce X, Xi 
则 det4( 即 矩阵 4 89 17 915X —— RERO — fofi f HP 
fs Xi + PX + pX + ov + px, 
s—0,1,-,n— 1: 
证 明 显然 可 见 ,det4 是 一 个 % 元 7 次 齐 次 多 项 式 . 记 R 
是 矩阵 A RUSS E FF k= 1,2, n 对 于 整数 S 0<s<n—-1,4 
R=R + See, 


则 R= Gf, p f, pO? f, PF). A RRE 4 的 第 一 行 ， 
所 得 矩阵 记 为 B. 易 证 detA = detB , 且 对 任意 5, f, 整除 deta. 
因为 fosfit” fd n J6— IX SAK, it ELSE EO j 
过 tn 一 1 的 整数 了 7 和 ,pi 关 p,f; 和 fo 之 比 不 等 于 常数 ,所 以 
detA 能 被 fof1…f,-, 整 除 ( 请 读者 证 明 一 一 译 者 注 ). 设 
detA = gfof1'** fai 

又 因为 在 deta 及 在 fof1… 拓 -1 中 ,XI 的 系数 都 等 于 1, 所 以 q— 
1. 引 理 证 得 . 


(D 2 被 称 为 是 z 次 本 原单 位 根 , 如 果 on — MB. tL sen). 例如 e/a 
就 是 一 个 4 次 本 原单 位 根 . a/n Sr Sr Hr nR AHER n 次 本 原单 
位 根 . 译 者 注 
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4 四 次 方程 根 的 公式 


设 * 一 4 及 4 次 本 原单 位 根 po 一 ;2 一 一 1]) ,由 § 3 的 引 理 得 
X U V W 
W X U 3 
y w x vl ii 
U V W X 


(X + U + iV + i5W). 


X+ (— 2V? 一 4UW)X? + (~ 4U*V 一 4VW?)X 
+ (— Ut + Vt Wt 2U°W? — AUFS 
3 
= [[& — iu — èv — iw). (6) 


由 此 等 式 可 导出 下 面 的 结果 . 
定理 1 Kab, 都 是 复数 . 当 o 一 5 一 c 一 0 时 , 令 ms 
2 一 0; 否 则 令 vo 是 方程 
(AV)? 4 2a(4V2)? + (a? — 4e)(4V2) 一 有 一 0 (7) 
的 非 零 解 , 并 设 复数 ue wot BSS 


UW = 一 时 一 年 及 态 十 所 一 一 下 (8) 
则 四 次 方程 

Xi 十 aX 十 bX 十 c= 二 0 (9) 

的 根 sao ns t RIOT 
Zepi = Pug + ivo + wy, s = 0,1,2,3. (10) 

证 明 首先 ,我们 来 验证 (xzo,zo) 是 方程 组 

4UW =— XW? — a, (11) 
4V (U2? + W?) =— b, (12) 
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及 


i2. is 
(U? + W?)! + 8UWy? = e, (13) 


的 解 . 如 果 a b—c— 0. 则 结论 显然 . 对 于 voz50, RTH CO SX. 
改写 为 


ev(? x 4c a oy? ov?) = TR (14) 
Wil Cato 5205) FEC7) (8), (1D, 012) 及 (14) 的 解 ,而 且 
ev S e J E sw?) = £V? (U? 十 Ww? 


因此 ,如 果 v0, 则 Cuo , v5 wo) 18,J& (13) B] f. 
然后 ,利用 (11) 消 去 (13) 中 的 a; HPE Co svo, wo) E 


一 2V* — 4UW =a, (15) 
— 4U*V 一 4VW? = b, (16) 

以 及 l 
— U* + V* — Wt + 2U*W? — 4UV?W = c. (17) 


TE C6) , (15), (16) A7) BARA Cuo, 00» wo) 48-8 
3 
X! + aX? + OX +o = [| — iw — Pry — i*w). 


s=0 


因此 ,方程 (9) 有 4 个 根 , 且 由 (10) 式 表 出 . 
5. 进一步 的 探讨 
在 定理 1 中 ,Avidé 
Y? + 2aY? + (à? —40Y —6 = (18) 
的 根 . 下 面 我 们 着 手 建立 方程 (18) 的 所 有 3 个 根 与 定理 1 的 联 


系 . 
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命题 KER Uo ,vo 及 wo 满足 (11) , (12) #1 135. & 
7, =(1 Du + 1 — idw, re = wo, 
7; =(1 — Ou, + (1 + Dus. 
则 有 717s73 二 一 6 且 方 程 (18) 的 3 个 根 分 别 是 riri A ri. 
证 明 由 (19),(11),(13) 及 (12) 推 得 
O — ri) (一 人 (7 一 9) 
= (Y — rD (¥? — Buswo¥ + 4(u3 + wi?) 
= Y? + (— 4v? — Buowo)Y? + (406 + wi)? 
+ 32uowov3)Y 一 16v Cus + wh)? 
= Y?’ + 2aY? + (a? — 4c)¥ — b 


(19) 


TyPers = 4v (uz + ud) =— b. 
在 [4j 中 ,方程 (18) 是 作为 方程 (9) 的 三 次 预 解 式 给 出 的 ， 
而 且 还 建立 了 不 同 的 求解 程序 . 下 面 我 们 从 定理 1 导出 [4] 中 
的 解 的 公式 . 
定理 2 设 复数 71,72 及 7s 满足 
(Y — ri (Y — 738) (Y — ri) = Y? + 2aY? + (a? — 4c)¥ — b, 


(20) 
及 
717273 — — b. (21) 
则 方程 (9) 的 4 个 根 是 
zı =(+ rı + r2 + r3)/2, 
zy; = (+ rı — r2 — 73)/2, (22) 


zt — (— vi +r, r3)/2, 
ay 一 (一 7i — T2 + 0/2. 
证 明 ”我 们 用 下 面 的 关系 式 来 定义 mo 及 wo: 
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du = (1 — 2i + 1 + 073, 209 = T2, 
4w = (1 + ri + (1 +r. 
利用 (23),(20) 及 (21) ,得 


duowo + 2v = 


(23) 


n rr 
2 TS 


420( + wi) = ryrerg = — b 


(uh + wi)? + Bupworg 
_ ring + riri + 73 + 73 a? — 4c 
4 4 ^7 


FA JG. Quo 0o 202 JE C10 , (12) J£ C33» B] AR. 由 定理 1 可 知 , (9) 
的 根 是 由 (10) 给 出 的 .对 于 s 一 0,1,2,3, 我 们 利用 (10) 及 
(23) 就 可 得 到 (22). 


6. 几 点 补充 
(a) 给 定 复数 和 4 及 4, 可 以 这 样 来 指定 方程 组 
UW — A, VHW =, (24) 


的 解 :如 果 4 一 /一 0， y ug = w = 05 否则 设 to 是 方程 T?— uT 
十 X 一 0 的 非 零 解 , 令 w 满 足 等 式 USt wo 一 4/uo. 这 样 就 能 


求 出 方程 组 (8) 的 解 . 
(b) 在 方程 (9) 中 ,如 果 5 二 0, 则 条 件 
v=0, UW -— a 
及 
4c 


7 gue oom 
(QU? 十 WY = 1 


” 既 解 得 方程 (9) 的 根 (10) ,又 给 出 了 (11),(12) 及 (13) 的 解 . 这 
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时 ,只 要 在 (24) 中 取 4= 一 也 及 满足 等 式 = (a? — 40/4 u 
就 可 以 了 . 当然 ,如 果 ?一 0, 则 方程 (9) 可 以 作为 下 的 二 次 方 
程 直 接 解 出 来 . 

(c) 设 S 是 由 (9) 的 4 个 根 的 全 排列 所 组 成 的 集合 ,S: 是 
由 (11),(12) 及 (13) 的 所 有 解 所 组 成 的 集合 ,S: 是 满足 (20) 和 
(21) 的 所 有 三 元 数组 (ri,72,73) 所 组 成 的 集合 . 我 们 说 ,存在 
8,8) S, 上 的 一 个 双 射 . 下 面 ,我 们 证 明 由 关系 式 (10) 给 出 的 从 
SF) 5S1 的 映射 就 是 一 个 双 射 . 首先 , 它 显 然 是 一 个 单 射 . 其 次 ， 
为 了 证 明 它 是 一 个 满 射 ,我 们 设 (z1,z:,zs,7z4) 是 Si 的 一 个 元 
素 , 则 zi 十 zz 十 zs 十 x4 二 0; 由 线性 方程 组 理论 ,我 们 可 求 得 唯 
一 的 一 组 数 uo vo t wo 满足 方程 组 (10)2. 由 (6) 式 可 知 (xoyvo， 
zo) 也 是 方程 组 (15),(16) 及 (17) 的 解 ,因此 (xyzoyzo) 是 85; 中 
的 一 | 元 素 , 它 在 映射 (10) 下 的 像 显 然 就 是 (ziyzzyzayz4). 这 
就 证 得 了 所 要 的 结论 . 类 似 地 可 以 证 得 ,存在 8; 到 S& 上 的 一 
个 双 射 . 此 外 ,由 (19) 及 (23) 可 直接 得 到 ,集合 8, 和 中 是 一 一 
对 应 的 . 

(d) 在 [3 中 ,给 出 了 另 一 种 方法 去 推导 方程 (9) 的 三 次 
预 解 式 . 基于 Galois 理论 ,[3j] 中 的 解 的 公式 与 (18), (20), 
(21) 及 (22) 是 类 似 的 . 记号 的 不 同 是 由 于 在 (18) 中 用 一 了 去 
代替 了 时 必然 产生 的 变化 造成 的 . 

() 对 于 任意 一 个 复 系数 四 次 方程 

X! 十 aoX3s + aX? +a;X +a,= 0, 
YEAR X=X—(a/D GF ERES 9). 所 以 结论 是 :任意 


(D) WF etete tas) MAREAD AEP, EUG 37 Je for 
的 ,从 而 可 解 得 唯一 的 mo,zo 及 wo. 译 者 注 
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一 个 复 系 数 四 次 方程 都 可 解 . 
7. 例子 


在 方程 
Xt — 2PX? — Ad! BX + Cf* — at) = 0 (25) 
中 ,a 及 都 是 复数 且 都 不 等 于 0. 取 
a=— 2P, b——4df, c= f—a', 
则 有 
| (a? 一 4c)(— 2a) — P = 0. 
因此 ,相应 的 三 次 预 解 式 (18) 有 一 个 根 是 一 24. 
为 了 用 定理 1 去 解 (25) ,我 们 取 
4v =— 2a = Af?, vo =f, UW = 0, 


U?-LW?*-—e, ug = a, wo = 0. 


从 而 由 (C10) 得 (25) 的 根 是 | 

z1 = a + i”f, s=0,1,2,3. (26) 
在 这 种 情形 时 , 相 比 之 下 ,定理 2 就 显得 不 那么 直接 了 . 首先 ， 
我 们 要 求 出 方程 (18) 的 3 个 根 


l 2i, AP 及 一 2io2. 
然后 要 选取 mir ”必须 满足 
ri = 2ia, r} = 4F,， r} =— 2i0? 
及 
T17273 = 40° B; 
FARER n= (1 十 D)ayrz 一 28 及 73 二 (1 一 让 a. 到 了 这 时 ， 
我 们 才能 用 (22) 去 得 到 (25). 
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平面 几何 中 的 一 个 周期 性 问题 " 


D. B. Shapiro 


1. 引言 


28 3E — P DUC 202 2 89 = RUE Z 和 一 个 实数 7€ (0, 
D ,我 们 可 以 定义 一 个 新 的 三 角形 二 7,(2) ,其 顶点 zzi 
z's 为 
=(1—7)% + ta, 
zi =(] 一 7)z1 + T22, 
z'a = (1 — r)2s + ?720. 
因而 Z 5 8— DUS EZ 的 相应 的 一 条 边 上 , 且 将 该 边 分 为 
两 段 , 使 得 这 两 段 的 长 度 之 比 为 7:(1 一 7)( 见 图 1) | 
例如 , 当 7==1/2 时 ,ZZ 二 712(2Z) 就 是 所 谓 的 中 点 三 角形 ， 
我 们 知道 妈 相似 于 Z 事实 上 ,Zz' 的 每 一 条 边 的 长 度 是 2 的 对 
应 边 的 长 度 的 1/2, 并 且 它 们 是 平行 的 
对 于 r= HIDE Z! —Ti CZ), Z" =T C) MZ" HY 


一 条 边 的 长 度 是 2 的 对 应 边 的 长 度 的 村 ,并 且 它 们 是 平行 


(D A periodicity problem in plane geometry, The Amer. Math. Monthly , 91 
(19845,97— 108. 
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图 1 (r=1/4) 


的 ( 见 图 2(a)). 因而 2 与 2 相似 . 这些 性 质 可 以 将 Z 放 在 一 
个 适当 的 三 角形 网 格 中 来 验证 ,如 图 2(b)， 


(a) 


现在 回 到 一 般 的 情形 . 我 们 将 T. 看 作 是 定义 在 三 角形 的 
集合 上 的 一 个 算 子 , 对 任意 的 正 整数 m, 显 然 7?(Z) 是 有 意义 
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的 , 即 令 T1 OZ) — T. CZ) T? CZ) — T. C777 (2). 
BrE (0,1) ROTER S AGE Z TH C Z A 
我 们 说 比率 * 具有 周期 m 因而 去 具 有 周期 1, 计 具有 周期 2 


并 且 由 对 称 性 知己 同样 具有 周期 2. 

问题 1 给 定 整数 ml EREE rE (0,1) 使 得 m 是 7 
的 最 小 周期 ? 

问题 2 哪些 有 理 数 >E (0,1) 具 有 有 限 周 期 ? 

这 篇 文章 将 对 这 两 个 问题 给 出 完全 的 答案 . 更 一 般 地 ,我 
们 考虑 % 边 形 ( 具 有 % 个 顶点 的 多 边 形 ) 的 情形 . 设 2 是 一 个 
具有 顶点 2992 y *** Zi] n IE DU] 7,(Z) 是 一 个 顶点 为 20， 
Zs iB ee RB 

zo =U — r)zo 十 721， 
z 二 (1 一 7)2 + 7%， 
1 (lr) + rm. 

如 果 n=4,7, 不 可 能 在 所 有 的 ” 边 形 上 是 周期 的 . 但 是 它 可 
在 某 些 特殊 的 4 边 形 上 是 周期 的 或 “终极 周期 的 ”. 这 种 终极 
周期 性 的 意思 ,粗略 地 说 是 指 ,对 某 一 整数 mS 1,8 边 形 序列 
T? (2) 趋 于 一 个 极限 形状 ( 当 ; 趋 于 无 穷 大 时 ). AFT, TEx 
边 形 上 的 终极 周期 性 可 以 在 计算 机 屏幕 上 作 经 验 性 观察 . 这 
种 观察 是 研究 上 述 两 个 问题 的 动力 . 对 于 这 种 常用 于 在 计算 
机 屏幕 上 展现 这 些 多 边 形 的 Applesoft Basic 计算 机 程序 有 兴 
趣 的 读者 可 与 本 文 的 作者 联系 . 

例如 ,中 点 运算 Ti: 在 每 一 n 边 形 上 是 终极 周期 的 (共有 
周期 2). 在 文献 [FRSj] 的 附录 中 已 指出 ,这 个 事实 是 被 许多 作 
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者 所 独立 观察 到 的 .本 文 的 主要 目的 是 决定 所 有 的 使 得 T, 在 
n 边 形 上 是 周期 的 或 终极 周期 的 有 理 数 € (0,1). 

主要 定理 设 4 宇 3 是 一 整数 ,rE (0,1) 是 一 有 理 数 , 则 
下 述 三 个 命题 是 等 价 的 . 

(i) RFT, 在 几乎 所 有 的 4 边 形 上 是 终极 周期 的 . 

Gi) 算 子 T, 在 某 一 非 退化 的 非 正 4 UE Z 上 是 周期 的 . 

Gii) RA r=1/2, RH n=3H r=1/3,2/3. 

有 很 多 文献 讨论 过 作用 在 4 边 形 上 类 似 于 7, 的 变换 , 参 
25 CHK ALK I. [Ne], [Ss], [BGS], [Ca], [BS], [D1 ], [D2], 
[53], [C1 LF], [W0], [FRS]. 为 了 读者 的 方便 起 见 , 我 们 在 
下 面 的 第 1 和 第 2 节 中 将 叙述 并 证 明 其 中 的 几 个 著名 的 结 

2. SUP SHIRE 

设 "之 3 是 一 个 固定 的 整数 ,平面 上 一 个 定向 的 ” 边 形 之 
EH POE E B ECT iom mma MRR 


将 这 些 点 看 作 复 平面 C 中 的 元 素 , 则 可 将 之 表示 为 一 个 列 向 
it 


d 
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0 0 0 - 1 

1 0 0 .… Oja 
则 之 的 表示 向量 除 2 外 ,还 有 TZ, 72Z,… IZ, 

定义 在 z 边 形 之 上 的 某 些 几 何 变换 可 以 实现 为 定义 在 

表示 向 量 上 的 线性 映照 . 设 C RE Tox» 矩阵, 如果 CU = 
TC, WM n AE & 可 以 得 到 一 个 新 的 上 XUE 之 ,其 表示 向 量 
为 CZ, 显然 这 种 规定 与 之 的 表示 向 量 的 选取 无 关 . 我 们 可 以 
WERA WR CHSC, W EC 可 以 表示 为 也 的 多 项 式 , 即 Co cl 
十 CT 十 cz112 十 … 十 ceEC( 这 个 事实 可 以 直接 看 出 ， 
也 可 以 利用 C" 是 一 个 循环 CLI LAY AES. ). 这 样 的 矩阵 C 


叫做 轮换 矩阵 ,显然 
Co Cy C2 Cr 一 1 
C21 Co Ci Cu 
C= : 
C2 C3 04 Ci 


de dg ép e des du 
在 这 种 情形 ,我 们 记 C=cire(eo,c，…,c-1) ,并且 令 其 伴随 多 
项 式 为 7(z) 一 co 十 clz 十 … 十 caz1 

这 样 ,前 面 定义 在 4 边 形 上 的 算 子 7. 可 用 上 述 记号 写 为 
T, —circ(1—7,7,0,--,0). 为 了 进 一 进 研究 Tr ,我 们 首先 给 出 
AR EE /的 特征 值 与 特征 向 量 . 如 果 HELE RZ BEC 中 的 任 
意 一 个 ?次 方 根 ( 即 =D MIS WO sawyer rn 
这 里 上 标 上 表示 转 冒 , 即 W GO RE — P Pf] Bb. 由 于 IW Qo = 
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AW Ca) , Am W GOJé& H A RE E CHI RE TEE AE TH. x 
的 特征 向 量 ). 设 £— exp (22i/2) MRNA WA n PAA 
特征 向 量 W,—W (6") ,0<k<a. 

如 果 C 是 一 个 轮换 矩阵 ,pCz) 为 其 伴随 多 项 式 , 则 由 前 面 
AY EXA C — p D. 由 此 可 知 ,Wi 是 矩阵 C 的 属于 特征 值 
p CO BS RAE T]. 当 C==7, 时 ,其 伴随 多 项 式 是 PCz) 一 (1 一 7) 
十 zz, 此 时 我 们 可 以 估计 特征 值 的 大 小 . 

引 理 ! tre (0.1). ee T, 具有 属于 特征 值 么 一 (1 一 
7) 十 ?6 的 特征 向 量 Wi, Osce n. 并 且 A COSE RE 

(1) Rega, 

(2) L=Ag>> | Ar | >>| Ae | D> eee > | Ag] m g=[n/2]. 

证 首先 注意 记号 [w/2] 是 表示 不 超过 -的 最 大 整数 本 
引 理 中 唯一 需要 证 明 的 是 不 等 式 (2). BP T. 的 特征 值 落 在 
中 心 为 1 一 ? 半径 为 7 WA £0 — Q0 — 0) re" E LED ,因而 
不 等 式 (2) 的 成 立 就 是 显然 的 了 . 

从 几何 上 看 ,Wi 是 单位 圆 中 的 内 接 正 n IDE. 例如 ,WW 二 
CLS 07)! eT ET Tr ILS CLIE n IE HT Wo —Wi 
是 与 W, 相 同 的 多 边 形 , 但 其 定向 是 顺 时 针 方 向 . 一 般 地 ,HB 
和 Wie = W, 除 定向 相反 外 是 相同 的 边 形 . RIKA, n 
边 形 W, 可 能 是 自 交 的 (“ 星 形 ”), 有 重 边 的 ,或 退化 的 . 另外 
环 二 (1,1,…,1)' 是 一 个 退化 的 % 边 形 ( 所 有 的 顶点 都 是 1). 
特征 8 边 形 的 一 些 图 形 见 图 4. 

由 于 特征 向 量 W 是 对 应 于 个 不 同 的 特征 值 的 ,因而 它 
们 构成 C^ 的 一 个 基 . 事实 上 W; 关于 C" 中 通常 的 内 积 是 正 交 
的 , 且 长 度 为 .下面 我 们 将 几何 ” 边 形 之 与 其 表示 向 量 2 
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pa 一 些 特 征 8 边 形 


Wi 


看 作 是 等 同 的 , 则 每 个 边 形 Z 可 以 唯一 地 表示 为 特征 n 31 
EWA : 

Z = ayWs + aW, 十 … + a, aW, 
系数 w 有 时 叫做 Z 的 有 限 健 里 叶 系 数 ( 参 考 [S 站 ). 

系数 a 是 2 的 形 心 ,为 了 看 清楚 这 一 点 ,我 们 只 需 回忆 一 
下 边 形 Z= Cote 的 形 心 是 二 2 因而 WW 的 形 
心 为 1, 而 其 他 W 的 形 心 为 0. 

将 算 子 T. 重复 地 作用 在 nn I Z= aW tH aW tee + 
a, WE, Wa 

T?(Z) = aW, + ATaW, + eee + A7 1a, Wanie 
HF A |< U<j<n—1), Ai mi TZ XB T) OO 
于 aoWo. 

如 果 情 是 凸 2 边 形 , 则 显然 所 有 T7 CO de mh. 并 且 对 
许多 非 凸 的 多 边 形 ZzZ,7*(Z) 也 可 能 是 凸 的 (对 某 些 m). 下 面 
的 定理 是 [BGS] 中 给 出 的 ,与 此 相关 的 结果 还 可 参看 文献 
[Ne] 第 233 一 234 页 和 [cl ,并且 在 [FRS] 的 附录 中 指出 了 进 
一 步 的 参考 文献 . 


定理 2 Bre0,1),Z= Daw MR lai [Æ l]a: | A 
必 有 m, 使 得 7*(Z) 是 凸 的 . A TLE Br BJ on WBZ, 
TL OD ig REIN IBS OS ! 充分 大 ). 

证 明 将 在 下 面 给 出 . 首先 需要 说 明 的 是 ,所 有 自 交 的 、 有 
重 边 的 和 退化 的 多 边 形 均 被 认为 是 非 上 四 的 . 这 里 的 退化 多 边 
形 是 指 有 相 邻 三 个 顶点 共 线 的 多 边 形 ,因而 特征 多 边 形 W, 中 
MA WA Woe. 并 且 , 如 果 多 边 形 Z 是 凸 的 ,2 非常 接 
WF ZN Zhe oN. 
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为 了 研究 7? (2Z) 的 形状 ,我 们 首先 将 2 的 形 心 平移 到 原 
点 ,因而 a0 — 0. 然后 将 每 一 象 扩 大 一 个 常数 因子 . 即 用 算 子 T. 
—(0/1A DT, RET, 3$ Z=a,Wy te tay Wn HR a5, 
不 全 为 0. 由 引 理 1 知 ,对 充分 大 的 m 有 

T" (Z) = a"aW, 十 aa,.W, 十 (非常 小 的 分 量 )， 

这 里 a 二 为/1 为 | 是 模 为 1 的 复数 ,因而 宫 (Z) 非 常 接近 于 OW, 
-EcW AA n XDÉ. 

RUES nw, WREE nH W, NHR. 
Wr U TE p- DER IE n DE. 

引 理 3 UEP D TER RR n XE UU 是 yg 仿 射 
E n XE B REA (JE U —0W,- E cW,, b, c€ C. 在 这 种 情形 下 ， 
U EE AEF fa) — be" cce" BS n X1JÉ CPI E RJ 
FC 2apj/m)). 37D LGB 489 24 ELO [0| = lel. 

证 明 (2# [BGS], (S],(G]#CFRS]. i U= Cun, 
vus =W, +W, V] uj; — 56" + et P = f (2npj/n). & b=d, 
Trib, c=, dics fü) — fi(O Fifa CO ,通过 计算 可 知 


E (as 

—M ’ 

fa cost 

oe H Teo =b + "| 
bs + Ce bi 一 Cl 


Al iti U EW, 在 仿 射 变换 M 下 的 象 . 反之 ,如 果 忆 是 下 的 一 
个 仿 射 象 , 则 这 个 仿 射 变换 可 以 用 一 个 实 的 2X2 扯 阵 M 实 
现 .将 M EA FAK TOR Hi b,c € C, fir gU — 0W, + 
W, 引 理 中 的 最 后 断言 成 立 是 因为 1/() | 的 最 小 值 是 
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| |b] — lel]. 

WR U-—bW;d-cW dE 1-0; SIE SUM. FL | | lel, A 
上 述 引 理 知 忆 — EEH. 并 且 Tr (U) = ba", tea th E 1- 
Ti OE E He BE eB Ae A FO rn. 

定理 2 的 证 明 现 在 变 得 非常 简单 了 . 设 2 为 定理 中 所 给 
A ne. FS U=aW tai. AA [mE La [EIU ed 
的 且 内 接 于 一 个 椭圆 FCO. 由 于 对 充分 大 的 m, To C dE E 
REF ÔU), Aime ee. 

正如 文献 中 所 指出 的 ,定理 2 的 逆 没 有 被 充分 地 讨论 . CE 
A5 [BGS], [C1]. ) 下 面 我 们 给 出 命题 4 的 证 明 概 要 ,其 证 明细 
节 及 推广 留 给 读者 ， 

命题 4 设 2 一 ur FECA MY far |A [aii]. 

证 明 概 要 Bit En, Hals la l RTR E 
a9 77 0,nZ24. EXA = tat Dz KIA Z ROB 
j 33h. 则 每 条 通过 原点 的 直线 BAA ) PAIA RH 
交 . A U =a Wi +a, Wanig V= aW +e +a,-2W 2, Al 为 ja | 
= e| RIEA U BU BERE BTE HE RERE 

3 e€C 充分 小 时 ,n 边 形 Z 十 eWs 也 是 凸 的 . 选择 一 个 适 
ABS e EZ H Z+eW ER EE a5 asl. 然后 再 用 一 个 
适当 的 T? CL) SR Zz, 使 得 V dERC REF 2-7 IE n WE aW, 
+a,—-2W,-2, MAR RSA OO ) PB AR LARA. 如 果 必 要 
的 话 , 我 们 可 对 。 作 小 小 的 变动 ,使 得 了 没有 顶点 落 在 ! 上 ， 
另外 为 了 确定 起 见 , 将 图 形 作 一 个 旋转 使 得 /=R( 实 轴 ). 

令 V= (o,r, eega) BRIR Uy y Voti, ,2.,1s+1 落 在 直线 R 
之 上 Patt s Pay Pryl Ss 落 在 R 之 下 . 因为 autre, wR, AT 
HAR SACO AUD AMZ) IA, (Z) FB. 这 与 了 的 凸 性 
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MA 


3. 周期 性 


rE 0,1) 2 为 一 个 2 边 形 ,如 果 存 在 一 个 正 整 数 浆 ， 
使 得 T" CZ) 55 Z A UPR T dE n XE 2 上 是 周期 的 ,mm 
是 7 在 22 上 的 一 个 周期 .我们 将 决定 周期 性 产生 的 代数 条 
件 . 

引 理 5 WÈ T, 在 % 上 是 周期 的 , 则 % 对 某 个 p 是 疡 仿 
射 正 多 边 形 . 

证 明 ”我们 可 假定 Z 关 0 且 Z 的 中 心 在 原点 . 由 于 在 C 上 
任何 固定 原点 的 相似 变换 可 以 实现 为 某 一 非 堆 数 yEC AYRE 
ik AMAT AE y€ €. T? CRI y2 代表 相同 的 多 边 形 . 即 存 在 
一 整数 信使 得 和 1 人 Z) = yIPZ. 将 了 2 写 为 了 = 十 … 
-Fa, Wa MITE Sarat, = > yia W, 因为 特征 
向 基 W, 是 线性 无 关 的 ,因而 当 光 和 关 0 时 ,有 A7 — yo". 由 此 可 
Al, SR a A000, A LAT | vl m lar). itt [a |= (4). 
由 引 理 1 可 知 必 有 1 二 pn 一 1, 使 & Ej a, -,250 MR RAY « 25] 
HR, PE Z=a,W,+4,_,W,, BE 3| ESQ BAG | FR. 

BRE p RICE — TA BET Ei p—dp ndn V WW —F 
产 仿 射 正 % 边 形 同 时 也 是 一 个 n- f EIE n XUÉE GE MGE d 
VO. 在 研究 算 子 7T, 时 ,我 们 可 以 假定 ?和 站 是 互 素 的 . 另外 ,n 
委 2 时 属于 退化 的 情形 ,也 不 子 考虑 . 

命题 6 i myn, p 是 固定 的 正 整 数 , 旦 ?和 ?是 互 素 的 ， 
1<p<n/2,r€ (0,1), 则 下 述 断 言 是 等 价 的 : 

(1) EA p- DEDE n 边 形 U, T7 QU 55 U 的 边 相 互 平 


(2) T, ER — WIE mae U EROR JHAR m. 

(3) 对 某 一 非 正 的 »- Di EIE IB UW 不 退化 为 一 
点 ) TRU) 5j U 相似 . 

(4) ”存在 菜 一 整数 j, 使 得 必 = 圭 ,这 里 a= lAl. 

证 明 首先 我 们 注意 和 前 面 一 样 6m exp(22i/1) 2, 7 C1 
=r) trg. (]) 过 (2) 和 (2)=>(3) 的 证 明 都 是 容易 的 ,我 们 先 证 
BA (322 CD. FE EX] E — U =a, +e, (b,c 非 0), 有 T^) 5 
相似 , 则 由 引 理 5 的 证 明 可 知 存在 yEC MER E BE TT (UD 
=U. AAW, ft W, 是 无 关 的 ,上 且 2c 非 0, 因 而 有 27 5". 
Ay = ye". Wy PRM AER. AT ae Ré". AF lall, 
我 们 得 e; — e". 00 COO LER Zr p fl x BRAY et 也 是 单 
ZR] — A n 次 原 根 . 因而 对 某 一 整数 4 用 = 土 6". 再 注意 前 
面 的 证 明 是 可 道 的 . 

注 ”如 果 % 是 奇数 ,(4) 中 的 条 件 等 价 于 md. Rn 
是 偶数 , 则 它 变 为 a”*==1. 特别 ,a 必 是 单位 的 一 个 根 ， 

因而 中 点 运算 ?io 在 每 个 仿 射 正 多 边 形 上 是 周期 的 (有 具 
有 周期 2). 因为 在 这 种 情形 ,a 二 exp (pti/n) a? — 1. 事实 上 ， 
如 果 ”是 奇数 , 则 其 最 小 周期 是 1. 

-现在 可 以 回答 在 引言 中 提出 的 问题 1: 给 定 mS, fETETR 
r€ (0, D. 87, 在 三 角形 上 具有 最 小 周期 m 更 一 般 地 ,给 
Emn, p MFE rE CO, D EE T. 在 yz- 仿 射 正 % 边 形 上 具有 
最 小 周期 m. 我 们 只 需 选 择 a€ C, 使 得 "== 土 1 并且 指数 小 
F m 时 这 样 的 方程 不 成 立 . PU LS n 是 偶数 , 令 a 二 exp(2mi/ 
ma), Æ n EAM, S a 二 exp (mi/mn), 则 有 0" 二 exp (Xi/n) = 
一 5 52. 有 了 这 样 一 个 a, 我 们 就 可 以 求 出 所 需要 的 +E O, 
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D. 下面 的 引 理 给 出 了 0<r<< 志 情形 时 的 计算 公式 . 
引 理 7 ik o—exp(g), 0<e<,A=(1—r) ro, Kf 
0 一 "一 了 :如果 «= 2/|2|=exp CiO), i) 


P 
pad 1 «(5 o) 
9 . 


ig 


证 明 见 图 5. 令 $4 一 方 (1 十 %) 是 线段 Pa 的 中 点 . 注意 4 
是 po 的 > 分 点 .从 直角 三 % ANOur Fl AOup 我 们 可 得 


ta $0) = la—al/ lale p= lam MPa nm 11740 


|1—o| = (i-a 7 la—4D/GIr-4D-40— lu— À|/ 


|x 一 1|). 因而 引 理 成 立 . 

例如 ,为 了 求 得 一 个 值 7, 使 得 7, 在 所 有 的 三 角形 上 具有 
周期 3, 我 们 选择 a=exp(mi/9). 应 用 引 理 7(p 一 2rV3,0 一 TV9) 
VF E48 r220. 25777 ,此 时 的 图 形 见 图 6. 

比 周 期 性 更 一 般 的 便 是 终极 周期 性 的 概念 . 算 子 T. 被 称 
HE n 边 形 2 上 是 终极 周期 的 (周期 为 m) ,如 果 当 j ÉTA 
穷 大 时 ,7m%(Z) 趋 于 一 个 极限 形状 ,更 明确 地 说 (假设 Z 不 退 
化 为 一 点 ), 即 存在 相似 于 T CIO B] n GRÉ 万, 满足 lim Y, 
且 了 不 退化 为 一 点 . BRAS. ALT, 在 Z 上 的 终极 周期 性 
与 其 在 展开 式 Z = SW, 中 的 “ 主 项 ”上 的 周期 性 相关 . 

命题 8& ik Z=a W, +H apti Wpti Hee Harp Wa E a, 
a,-,3E0. & T. — C1/ | 4s T. FR SEY 

C) ,在 Z 上 是 终极 周期 的 (周期 为 m). 
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图 5 

(2) _ 22(2) 趋 于 一 个 极限 n 边 形 ( 当 joco]. 

(3) ?在 每 个 六 仿 射 正 边 形 上 是 周期 的 (周期 为 m). 

证 明 概 要 (2) 过 (1) 由 定义 即 得 . 

(3)=> (2) JE Z BA Z=U +V , RP U Sa, Wp H anp Wap 
HARER — FE RIA Tr QU) = eU Fen e= t1 eI 
lask WEER. 另外 , 易 知 当 IR oo LT (72) 90. 因而 
我 们 可 知 To (2) T RIBAK n IE U. 

(之 (3) 为 了 方便 起 见 , 记 ffr. 对 每 一 j==1,2,3， 
…, 我 们 有 形 心 在 原点 的 4 边 形 了 ;,Y; MAF P, H ins 
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图 6 ræ0. 258 
=Y, YÆ0. $ Yj = SOW Y = M aW 这 里 大 的 求 和 范围 
 pk<n—p. AM b= limb. BA SO) AW Y oo FE 
f(Y) 相 似 于 了 ( 留 给 读者 ). 如 果 我 们 能 证 明了 是 7- 仿 射 正 多 
边 形 ,但 工 是 非 正 的 , 则 应 用 命题 6 便 完 成 了 证 明 , 由 引 理 5 知 
Y 一 定 是 9- 仿 射 正 的 (对 某 一 9), 因 而 剩 下 的 只 和 需 证 明 ;6, 关 
0,0,» 0. 

我 们 知 SW) =W RP n= 04127. AMR px 
n—p»,|n|s1.H. SES JA SEL AY k— p zK n— 2. AY, HW 
于 P, WA Y= yP OSE EC, GEZ). CREM, 
BY RRT ÍR bP — y;6 tin. KRE jok, [OP [S] ya], 等 
FH k=p 3k n— p 时 成 立 . EE |b, ] lim |b | lim | va |, Al 
而 lim | y, | y 存在 . 如果 y— 0, DEBE k, 15. | — lim |B | 
y |a | = 0,3X FÉ Y AOR RIA Ji. 故 y#0, Alt 1| vla, 
750. 3 4pUth AY Ail 5,240. 
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满足 a =a- — 0l nj Z = IS aW, 的 集合 构成 C" 的 
一 个 余 维 2 的 子 空间 . ALP A n HZ RA «750. 
a10. 这 样 ,由 命题 8 知 :7, 在 几乎 所 有 的 边 形 2 上 是 终 
极 周 期 的 充 要 条 件 是 了, 在 1- 仿 射 正 % 边 形 上 是 周期 的 . T. 在 
所 有 的 边 形 上 是 终极 周期 的 充 要 条 件 是 对 每 个 p=1,2,…， 
T, 在 - 仿 射 正 7 边 形 上 是 周期 的 . 

在 命题 6 之 后 已 指出 ,中 点 运算 7w: 具 有 这 种 很 强 的 性 
质 . 中 点 运算 在 所 有 的 % 边 形 上 的 终极 周期 性 是 由 许多 作者 
独立 发 现 的 ,包括 [Caj[LBGSj 和 [Cl]. 并 且 在 LFRSJ] 的 附录 中 
给 出 了 进一步 的 注解 与 参考 文献 . 其 道 问题 在 下 面 的 命题 15 
中 讨论 . 


4. 有 理性 问题 


在 证 明 引 言 中 叙述 的 主要 定理 之 前 ,我 们 先 叙 述 数论 中 
的 两 个 引 理 . 

引 理 9 设 5 是 单位 的 一 个 根 , 则 在 域 QC(6) 中 单位 的 根 
ETR EG, j HER. 

其 证 明 主要 是 用 到 域 的 有 限 乘 法 子 群 是 循环 群 的 事实 ， 
细节 可 参见 LWe,p. 267 ]. 

引 理 10 设 ” 是 正 整数 ,如 果 cos (n/n) EA ER, Ml n= 
1,2,3. 

H. W. Richmond 给 出 了 此 引 理 的 一 个 巧妙 的 初等 证 明 
( 见 [Co,p. 4437). 

主要 定理 (i)=> Gi) 的 证 明 如 同 在 命题 8 之 后 指出 的 一 
样 ,假设 (i) 即 7, 在 所 有 1- 仿 射 正 4 边 形 上 是 周期 的 (周期 为 
m) ,和 以 前 一 样 , 令 £—exp(21i/2), 41 = (1 —r)+ré, a = À/ 
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|]. i REIGAN, a FE BAHL AY — S af = Aic ot € 
QC. 因而 由 引 理 9 知 of = EC OT D ESS oc. 
E r Ar 间 的 对 称 性 ,我 们 可 假定 <"< 却 . 则 a 落 在 1 和 
exp(ni/n) 之 间 ,f 落 在 1 和 < 之 间 . 但 是 能 落 在 1 和 <。 间 的 土 人 
(LAE cH exp Gi /n) wn 为 奇数 .因而 4 是 奇数 ,a 二 exp 
(mi/(2n)). 

LAE BR CLF RT O= 22/20/20) , 求 得 


tg 
| 


2 tg Š 

因为 1 一 on = DI 因而 cos(a/n) = —1+1/2r 是 一 
个 有 理 数 ,由 于 已 假定 "之 3. 由 引 理 10 得 n= 3. 在 此 情形 下 ,> 
=1/3. 

我 们 可 以 利用 伽 罗 瓦 (CGaiois) 理 论 加 强 上 面 证 明 的 结 

定理 11 Bin p 是 互 素 的 整数 ,1 委 p<z/2,7E (0,1) 
EARR WAT T, 在 zp- 仿 射 正 7 边 形 上 是 周期 的 当 且 仅 
当 7==1/2 或 n=3,7 二 1 日 ?= 二 1/3,2/3. 

证 明 假定 也 在 7- 仿 射 正 2 边 形 上 具有 周期 mm,o 一 和 / 
| 为 | ,其 中 A= Cl —r) +76. 我 们 知道 of = 4/2, € QCG). 由 命 
PACK a, 是 单位 的 一 个 根 . RJ K=Q(C,a,) FE A Fl A BM Cey- 
clotomic field). 因 », p 是 互 素 的 , 则 存在 一 个 自 同 构 oE Gal 
(K/Q) ,满足 o (50 =t, Al oO) =A. SEPT G IB GalCK/ 
Q) 的 一 个 元 素 , 它 与 r 可 交换 ,并 有 i HA/AA =0A,/4,) = 0 
Ch) M wm= 士 rc(w) 也 是 单位 的 一 个 根 . 利用 上 面 证 明 的 主 
BE HAY Ci) => (ii) ,可知 结 论 成 立 ， 
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主要 定理 (ii) 之 (ii) 的 证 明 设 给 定 一 个 有 理 数 "E CO, 
1) ,使 得 么 在 2 上 是 周期 的 ,其 中 和 是 一 个 非 退化 . 非 正 2 边 
形 . 由 引 理 5 知 ,2 是 z- 仿 射 正 的 (对 某 一 P,1I 委 pz<za/2). 因 2 
是 非 退 化 的 ,因而 和 p 必 是 互 素 的 .又 由 于 已 是非 正 的 ,由 
命题 6 知 T, 在 每 一 p- 仿 射 正 4 边 形 上 是 周期 的 . 由 定理 11 即 
知 结论 成 立 . 

推论 12 设 a 和 ow 是 C 中 单位 的 根 , 且 0<arg(a)<<arg 
(0) <a, À 是 线段 fan 和 Oa 的 交点 ,如 果 和 有理 地 划分 线段 po 
( 即 肥 与 46 的 长 度 之 比 为 有 理 数 ), 则 或 者 4 是 线段 po 的 中 点 ， 
或 者 o—exp(22i/3) ,a—exp(u/6) ,expCui/2). 

证 明 〈 见 图 5) 设 o 是 单位 的 一 个 KRR, S o=, 其 
H ¢=exp(27i/n) JUI HH 7 和 是 互 素 的 . 由 定理 11 的 


证 明知 :或 者 "= 雪上 且 是 司 的 中 点 ;或 者 一 3,p 一 1, 且 7 一 
村 ,村 ,此 时 则 有 o 一 6 一 exp(2ri/3),a 一 exp(ni/6) ,exp(ni/2)， 
推论 13 iia. 是 有 理 数 ,0<a<5 达 地, 则 


(1) tg (ax) /tg (bx) BC BAY as 


(2) gN + tgo) ABS AIL at=. 
证 明 (D e = exp(253)) ,a = exp((b — a)ri) ,并 定义 
和 和 7, 使 得 A— (1—72 4-70,a— 4/ | A|. HR. tg Ca: /tg (oa) 是 
有 理 数 , 则 引 理 7 说 * 是 有 理 数 ,因而 由 推论 12 即 得 所 要 的 结 
果 . (2) 可 以 由 (1) 推 出 ,因为 恒等式 地 F — | = 1r 成 
3. 
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注 记 14 上 面 的 有 理性 结果 也 可 以 由 Conway 和 Jones 
的 一 个 定理 得 到 . 假定 a,2,7 为 通常 意义 所 给 定 的 数值 ,如 果 
T, 在 产 仿 射 正 * 边 形 上 是 周期 的 ,由 命题 6 知 “是 单位 的 一 个 
根 ,其 中 = 2/ [Al à rH, I = 和 ,因而 可 求 得 

(1 — r)d 十 7a2 — (1 — 0r) — re = 0. 
除了 熟知 的 情形 n Ls i3 0m P HR GE CLA AR 
CBE META ADAE EA. 如 果 * 是 有 理 数 , 则 由 [CJ] 的 定理 
6 知 其 他 的 情形 全 可 排除 . 因而 定理 11 成 立 . 类 似 的 技巧 可 以 
用 来 证 明 下 面 的 结果 . 

命题 15 ”假设 4 宇 5,7E€ (0, DEAE, T. 在 每 一 个 > 
边 形 上 是 终极 周期 的 当 且 仅 当 r7 

证 明 概要 ”在 命题 的 假设 之 下 ,7, 在 每 一 六 仿 射 正 vi 
形 上 是 周期 的 ,p=1,2,…. 由 命题 6 知 mw 是 单位 的 一 个 根 ,使 
得 外 ==((1 一 7) 十 76?)/((1 一 ?7) 十 m6-") 是 单位 的 一 个 根 ( 对 每 
一 个 力 .对 =1 和 2 从 这 个 方程 解 出 ,使 结 果 相 等 并 化 简 , 结 
果 可 得 单位 的 8 个 根 的 一 个 为 0 的 和 式 . 如 果 rt CR 
(及 其 负 的 ) 是 互 异 的 ,因而 可 利用 [CI] 的 定理 6 

注 记 16 最 后 我 们 给 出 两 点 注 记 作为 本 文 的 结束 ,它们 
可 看 成 是 上 述 讨论 的 进一步 推广 . 

CO 去 掉 0<r<<1 的 限制 , 即 当 7 之 1 或 7 过 0 时 ,我 们 也 可 
考虑 算 子 7,. 这 样 推广 的 定理 11 进 一 步 包含 一 种 情形 :7s 和 
7-, 在 1- 仿 射 正 六 边 形 上 是 周期 的 (周期 为 2).( 见 图 7, 最 里 面 
的 六 边 形 是 Z. ) 

(2) ”如 果 7,s€E (0,1), 在 什么 情形 下 对 所 有 三 角形 Z, 
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图 7 7 作用 在 1- 仿 射 正 六 边 形 上 


Tis? Tila Tja Tila 


图 8 
7,。7T,(2) 与 Z 相似 ?如 果 7 十 s==1, 这 总 是 成 立 的 . r=s= t 
情形 也 是 我 们 熟知 的 . 但 这 种 性 质 对 其 他 的 ns 也 可 能 成 立 ， 
fn r= ys. ( 见 图 8. ) 求 出 所 有 这 样 的 ",s 是 一 个 很 好 的 
练习 . 
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含 中心 二 项 式 系数 的 有 趣 级 数 ” 


D. H. Lehmer 


形容 词 * 有 趣 的 ” 特 指 如 下 含义 ;如果 一 个 级 数 的 第 项 
有 一 个 明显 的 简单 公式 同时 它 的 和 能 表示 为 一 个 已 知 的 常 
数 , 则 称 这 个 级 数 是 有 趣 的 . 例如 


1 1 1 = 
Lea aa a 


1 一 去 十 二 一 广 二 十 全 全 十 … 一 log2， 
1 1 1 1 nt 
L +36 tgr tag to tat = 90° 
就 是 大 家 熟悉 的 一 些 有 趣 级 数 . 
我 们 打算 讨论 的 两 类 级 数 为 ， 


此 
的 
= 2n v d, 
t. Dad T) 和 HTT 
其 中 ERF a 的 非常 简单 的 函数 . 我 们 先 讨 论 型 T 的 级 数 . 
根据 二 项 式 定理 有 


IE = 1 (1) 
ei n Ji — 4g 


(D Intersting series involving the central binomial coefficient, The Amer. Math. 
Monthly ,92(1985) , 449—57. 
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M [a] <A Bh ARMA. 如 果 令 * 一 1/8, 得 到 有 趣 的 级 
数 


2n 
1+ > +S Stigt DE e (2) 


如 果 DRE 
1 十 0.2 十 0.06 + 0.02 + 0.007 + 


= /2 
2E € 


=) (4) 


把 (2) 与 (4) 式 相 加 再 除 以 2 得 出 
4n 
> (a) .. 3/2 = V6 
TE eee 因此 可 用 ir 去 代 换 z 得 
到 类 似 于 (2), (4) 的 式 子 ,最 后 导出 


8n 
= La] 34/2 +/6 , 2V2+/5 
2; pm 5 + 
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8n 
si) asm esu +6/5 J2+/5) 
p" 60 ` 
n=0 


一 般 地 用 z = eeo = 0,1,2,-,a — D 代入 (1), 其 中 := 
exp(2ni/a). 并 将 所 得 结果 进行 适当 的 线性 组 合 可 求 出 
| 2(an + b) | 
p? an + b 
一 cate 
的 值 , 这 个 过 程 称 为 多 分 部 的 (multisection , I, Riordan[ 4 }). 
讨论 型 I 级 数 的 另外 途径 是 对 (1) 作 运算 . 如 果 对 (1) 式 
两 边 从 0 到 z 积分 ,得 到 
2n 
le Jes = =|" a T 


=0 


两 边 除 > 即 得 
> = Ea VT h). (5) 


“d\n Jat l 
文 个 级 数 的 系数 C, 是 整数 ,C, 称 为 凯特 兰 (Catalan ) 数 . 前 10 
个 值 是 


1,1,2,5,14,42,132,429,1430, 4862, --- 
它们 在 组 合 分 析 里 经 常 出 现 ( 见 Gould 2 . 对 2! 利 用 斯 特 林 
公式 可 得 


4* fo 
mc m 8r): 
内 这 里 看 出 当 * 一 1/4 时 级 数 (5) 的 收敛 速 度 如 同 之 ,人 Rs | — 
样 地 慢 . 由 (5) 给 出 有 趣 的 级 数 


84 


2n 


1 i 5 n 
Pog Peg t t "pa cp 


Hes. 


我 们 用 一 个 稍微 不 同 的 方法 处 理 (1) ,把 它 右边 的 第 一 项 


移 项 后 两 边 除 c 再 积分 . 这 就 给 出 了 广义 积分 
le rat =| [zr ae ak 


=1 


ee $1=— ea 


2n 
— n+1 
2 =. 


16 48 n4* 


= log[ 


将 这 两 个 级 数 相 加 或 相 减 可 导出 两 个 有 趣 级 数 


> 2n "die. 
ug nint 
20 


> 2n E 
mu nnd 
20 


JE + ly 
2 


(6) 
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的 和 . 
我 们 对 (6) 式 积分 得 到 


2n 
ud pp” T es Ga 
pee 一 z(log4 — 1) — . 
be aan 得 到 有 趣 级 数 
AE ier us 
2n 


o fA doe = dog4c 1. 


n(n + 1)4" 
通过 对 (1) 式 的 反复 积分 能 够 得 到 许多 这 类 例子 . 
另 一 类 运算 是 微分 . 设 是 算 子 
d 


=r 


如 果 我 们 用 2 去 作用 (1) 式 得 到 


n=] 


如 果 令 x 二 1/8, 得 到 


2n 

n 
1 8,15 , 35 n _ 
TT "pe gg t ge bom 


用 8 再 作用 一 次 (8) 式 得 到 


n 


/2 2 21(2z + 1 
2» en cu LOL ec Ie 


(7) 


< 2n n 1 — 3/2 
2» : Je = | E A 2z(1 4x) 2 (8) 


4 z 一 1/8, 我 们 得 
d, 3, 45 35 1575 


4 ^8 128 * 128 + 8192 
,[ 2n 
» JS? 
pop Att pee EXE, 


如 果 在 (1) 式 中 把 z 换 成 x? 然 后 两 边 积分 ,得 到 
2n 


SUUS 
2. (Qn + D^ = 2; care sin2z) 
并 且 取 z=1/4 有 
2n 


1 


= n 
之 (n+ Die 3° 


现在 我 们 讨论 工 型 的 级 数 ,这 类 级 数 的 分 母 为 二 项 式 系 
数 的 中 项 . 这 些 级 数 更 奥妙 并 且 不 为 人 们 所 熟悉 . 在 关于 5(3) 
无 理性 的 Apery 证 明 的 非 正 式 讨论 中 , A. J. Van der Poorten 
[54 谈 到 4 个 工 型 的 级 数 . 他 引用 了 下 面 的 定理 并 指出 由 Z. A. 
Melzak[ 3] 所 给 出 的 这 个 定理 的 证 明 是 “不 十 分 妥当 的 ”. 下面 


我 们 给 出 一 个 完全 不 同 的 证 明 . 
定理 ”如果 |z |<, M 


2z arc sinx c (22)? 


人 


证 明 利用 熟悉 的 格雷 果 里 级 数 


(9) 
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ui a= m—1 42m 
t+ are tgt = D, VD (10) 
m=1 


FAS t=2//1 — r ,因此 arc tgt = arc sinz. 那么 (10) 变 为 


: = (— Dg? 
= aire sing = 之 Ge pa DS 
CD L 7 m 
(— 1» 24m) . 
MXN 
(= Dt lm t+ ij : 
$e 


n 25 2; (m — D 1G — m)1(2m — 1) 
只 要 证 明 z^ 16 XU COSI LIUM EE T. 即 证 ， 
» Soe) epo. 
i ner? s OD 
TEENS HAURIRE PUE 


= 4 + 6- (2r — 2) 
“3。5…(27 — 1) 


注意 51D) 式 的 左边 ERR = cos? bed 


(sind)? d= 


2r A1 mm us 
= j l p> 1) | E dy 
2r\f! 
= "| (1— y)dy 
T 0 

f 2/2 
= | (sin@)?"— dé. 
r jjo 


利用 瓦 理 斯 积分 得 知 


的 ?7 一 1)1G0 一 1)1! — 92-1 


(2r — 1)! 
这 就 证 明了 (11) 式 并 且 定理 得 证 . 

在 (9) 式 中 如 果 代 入 c=1/2, 783i] (Van der Poorten[5], 
p. 202) 


T 


po NECI CUN (12) 


AAA 工 的 第 一 个 有 趣 级 数 . MRED PS x==i/2 并 改变 
符号 这 就 给 出 


2p m E 


2m 


m=1 


如 果 我 们 在 (9) 式 两 边 除 以 2z 然后 积分 ,得 到 


2(arc sinz)? 一 -> 《22) (13) 
ae | 
m 
P E c= 1/2452] 
M —Eó-40. Q4) 


$i ui 2m 18 
i m 


其 中 6(s) = >, LE 1, 是 Riemann zeta 函数. 同样 ， 
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如 果 在 (13) 式 两 边 除 以 2z 并 且 积 分 ,得 到 
Sy (2z)?" -4[. (arc Sin 


这 是 一 个 “比较 高 级 的 超越 积分 ”. E Spence HE, Clausen 
积分 以 及 trigamma 通 数 紧密 相连 . 取 z* 王 1/2 得 到 


m=1 "| | 
m 


n/3 r 
一 一 1 top| 2sin $e 
0 2 


-—- Rep) 


EP oo) B= y BHM, BI 9o) = (log) . Van der 


Poorten[6] 拒 绝 这 种 非 启 发 性 的 计算 . 然而 ,如 同 Comtet 的 值 
得 注意 的 级 数 ( 见 [1 了 ) 


i 
= d * (are siny)? dy 
6 y 


> 1 Mts 
~ led ~ 3240 
mm 


m 


Pie a 
Lots! ai oe Dt 
"(s 


2 
2 48" 540 an ee T SKI 


90 


Cut AOS I -的 值 现在 还 不 知道 

”如 果 把 算 子 # 作用 于 (9) 式 两 边 , 可 得 到 无 数 个 有 趣 级 
数 的 例子 . 

用 9 作用 (9) 式 我 们 得 到 


2 


(22)? x zatc sinx 
S9 ~] EN x? T (1 m 12)?" 
2] 


(15). 


从 上 式 得 到 ， 

1 1 1 d 1 

gre n ao ta s 
n 


TE CIS) ABA ir Rik r 并 且 令 r=a/b, E (109 8I C10 88 5 
一 种 形式 


= -— m—1 2m 2 
5 (— 1)"7! (2a/b) =% [os( =H) + 2]. 


— 2m! b 
n | 
pcm b=2,h=/5 ,得 到 
] 1 C= 1) 
2708 Ceo me ms 
四 
MET ERE ES tw 
5 25 2 


Xf a= 23660 ,b= 23661, Fk {A ^—334613f 18:38] 
23660) * ,, 
air ME 
2 Des 
n 
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23660 
~ (33461)? | 23660 + 


= 0. 811587506--- 
当然 这 个 级 数 是 收敛 的 . 如 果 人 们 检验 相 邻 两 项 的 比 就 会 发 
现 一 直到 n= 二 11830 各 项 的 绝对 值 都 是 增加 的 . 项 的 值 可 达到 
117, 从 那 以 后 减少 到 0, 好 在 对 这 个 和 我 们 有 自己 的 公式 . 
如 果 把 4 的 更 高 次 寡 作 用 在 (9) 式 上 ,我 们 得 到 级 数 


> mee (k > 0) (16) 
m=] m 
[| 
并 且 其 和 作为 忆 的 函数 依赖 于 两 个 多 项 式 序列 VA (2). 
Vi(t) Wilt) AE MA: 
Vi(t) = l, W(t) = 0, 
Vii) = ((Ok — 2)t 4- 1)V,C0 4+ 20 — 09V,CO , 


(23661)? Hag 
33461 °° 23661 


(17) 
W, Ct) = (Ok — At 22W,Q) - 
十 2(] — 00W,Q) + V). (18) 
前 几 个 多 项 式 是 
六 一 1， W.=1, 
Pa 一 1 十 2t， Wi=3, 
V,=1+10i+4#, W,=7+8, 


V5=1+36t+ 60 4-86, Ws=15+70t+ 202’. 


IF] V. fW, 可 以 明确 地 给 出 级 数 (16) 的 和 为 
9+—2(1 二 12) [ arc sinzV , (2?) + XX 1 =s zw, (27) | 


如 果 我 们 用 9 对 上 式 作 运算 并 且 整 理 are sine A c VI PH 
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系数 ,就 得 到 (17) 和 (18) 式 . 替换 r= sind ,这 个 结果 的 三 角 
形式 为 


k—2 Am H 2m 
4" (sinO) Sa [20V (sin?0) + sin20W, (sin?0) ]. 


= m 
2; P (2 cos 


WRH ic 代 换 z 我 们 得 到 交错 级 数 


5 (— 1)” Imt 24" (sinhz)?" 
= Us] 


m 
= Gio y [2log (sinh + coshz} X V,C— sinh?z) 
+ sinh22W, (— sinhk?z) ]. 
带 有 参数 M = 的 这 两 个 公式 产生 种 种 有 趣 的 级 数 , 作 为 例 


子 , 我 们 仅 罗列 如 下 ,其 中 求 和 都 是 从 1 加 到 ce. 
m 2 l 
pn 


B 


: 2 
Dt Tomy = Bribes +54) 


e] 


> à = 555 (37a / 5 + 405]; 


A 
pe ea [20 + 15] 
| a - 135 
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lo ec rus Dri x 9 ..1.076022352]. 


(一 1)"-!m? 4 2 
2 E = jog lS — ol) 


(一 pria? 2 
y» pm = 625L28° + 5], 


2m 


SIN 113x + 355, 


m 


>} MT = 229093376 + 719718067. 
m 
一 般 地 ， 
94 


om kom 
5 me =ar +b, 


其 中 b/a 是 一 个 接近 于 x 的 数 . 
3" 2x 
之 ml 9? 


"(m 


cC 3" 2 
25 T = 31/8 = y = 3. 627598728, 


"| 


3" 1 m3" — 
a 
m? 3” "M ND (— 1)^-!2* i, 
之 Tomy = 208y + 78), Dac eue bids 
b see 
其 中 p= ./3 log(2 + /3 ) = 2. 281037989. 
5 (— 01)"7127 = p+3 


i 9 ° 
n 
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L1] 


[2 ] 


[3] 


[4] 


[5] 
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(—1)"m?2" 1 
| 
Y a e tea e Ui dea 
m 4 
s] 
(— 1)"7!3^ — 48 15 
a, Zm is (ee? + Fa) 
人 
SR LN. A 
>» E = 3g = 60». 
m 
m 
$ XE x KR 
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右 导数 为 零 的 函数 是 常数 函数 ” 


William J. Knight 


本 文 的 目的 是 建立 下 面 的 初等 定理 . 

1. 定理 1 设 f 是 定义 在 区 间 1/ 上 的 实 值 连续 函数 . 如 
果 在 7 的 每 一 个 内 点 上 ,f 的 右 导 数 都 存在 且 等 于 0, 则 f 在 7 
上 为 常数 . 

在 W. Feller 的 关于 概率 论 的 一 本 较 高 级 的 著作 [L1j] 的 第 
148 页 上 可 以 找到 这 条 定理 的 一 个 应 用 . 在 建立 Stieltjes 积分 
的 分 部 积分 公式 时 ,Feller 证 明了 某 个 函数 的 右 导 数 是 0. 他 建 
议 读 者 去 证 明 左 导数 也 是 0, 从 而 完成 函数 是 常数 的 证 明 . 但 
这 看 来 是 非常 困难 的 ,因为 积分 中 的 被 积 函数 可 能 是 不 连续 
的 . 上面 的 定理 说 明 这 种 证 明 是 没有 必要 的 . 

为 证 明定 理 1, 我 们 要 用 到 3 条 引 理 . 其 中 的 2 条 是 Roll 定 
理 的 较 弱 的 描述 ,另外 1 条 是 它们 的 “平均 值 推论 ” 

2. 引 理 设 f 是 定义 在 闭 区 间 [a,5j] 上 的 实 值 连续 函数 ， 
f G0 — f() — 0. 如 果 在 开 区 间 (a,5) 的 第 一 点 z 上 ,f 有 右 导 
数 fs (zx) , 则 存在 一 点 cE (a,b) ,使 得 Fe C) <0. 

WER 设 对 于 (a,5) 中 的 每 一 点 x, 玫 (2) 存 在 . 如 果 了 是 


(T) Functions with zero right derivatives are constant, The Amer. Math. Monthly, 


87(1980) ,657 一 58. 
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常数 函数 , 则 引 理 显然 成 立 . 从 而 假定 了 不 恒 为 0. 因 为 了 连 
续 , 所 以 了 或 者 取 正 的 最 大 值 , 或 者 取 负 的 最 小 值 . 

情形 1 如 果 f 了 有 正 的 最 大 值 , 设 在 (a,5) 中 的 某 点 c ER 
到 . 34 cao E] E Cf G0 — £(602/ G— 0) 0, BEDL A x 从 右 
HET c, 取 极限 得 fa (x0. 

情形 2 如 果 了 有 负 的 最 小 值 , 设 在 (a,5) 中 的 某 点 gq 上 
取 到 . 现在 我 们 来 看 fa G0 aca. 如 果 对 于 任意 xz€ (2,9) 
有 f(z) 二 0, 则 引 理 成 立 . 如 果 不 是 的 话 , 则 存在 点 PE (a,9) 
使 f£. (0290. 从 而 ,对 于 在 右面 充分 靠近 z 的 所 有 2z, 有 (f(x) 
—f@)/@—p)>0, 8 3016 8| £G)2 £GD. E M RA f 
在 [z,9] 上 的 最 大 值 . BRA Mo FGXEfÁG.IATUBIER M 
在 [2,g] 的 某 个 内 点 ec EREL. 现在 ,由 情形 1 中 的 论述 证 得 
f (c)<0. 引 理 证 得 . 

3. 引 理 ix f fE[a.b] FEE. f (a) — f (0) —0. WE f dx 
Ca, 0) B] 8k — 5x. EE SER WED) ERA d, 使 得 
$220. 

证 明 将 引 理 2 应 用 于 一 f 可 得 . 

4. 推论 KS Ele 0 ] EXER. 如 果 在 (a,5) 的 每 一 点 上 / 
有 右 导 数 , 则 存在 (a,5) 中 的 点 c 和 ,使 得 


fee) < IVI c psy, 


WEB] 将 引 理 2 和 引 理 3 应 用 于 函数 
f(2) 一 fo. 


b —a 


g(a) = f(x) — f(a) a), 


即 可 得 证 明 . 
定理 1 的 证 明 在 给 定 的 区 间 I 上, 取 任意 两 点 和 2, 满 
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ERIP ab. Elab] E RAT RC 也 因为 在 (a,5) 上 有 
f+ @)=0, FURNES FO) =f). 这 充分 证 明了 于是 常数 
函数 . 

mid 引起 作者 注意 的 是 ,定理 1 是 一 个 更 普遍 的 结论 的 
推论 ,此 结论 是 说 ,如 果 了 的 4 个 Dini 导数 中 的 任意 一 个 在 区 
间 7 上 除了 一 个 可 数 集 外 都 等 于 0, 则 了 在 7 上 是 常数 [2,pp. 
365,382— 383]. 这 一 结果 看 来 并 不 广为人知 ,下 面 参考 文献 
中 Feller 的 著作 恰好 说 明了 这 一 点 . 


参考 文 献 


[1] W. Feiler, Introduction to Probability Theory and Its applications, vol. 
2,1st ed. , Wiley, New York ,1966. 

[2] E. W. Hobson, The Theory of Functions of a Real Variable… , vol. 1, 
3rd ed. , Cambridge University Press, 1927. 


CREWE, GR BRD 


100 


级 数 的 求 和 ?” 


G. Klambauer 


这 篇 短文 的 意图 是 用 初等 方法 去 求 一 些 有 意思 的 无 穷 级 
数 的 和 . 
I. 设 f 和 yg 是 变量 z 的 函数 ,满足 条 件 
f(z) = af (br) + cg(z), 
其 中 的 a,b,c 都 是 已 知 的 常数 . WT FER EER UR 
TIFT) = af Cr) + a* lcg(o 2). 
XT oben RAG 
f(x) = af r) + c[g(z) + ag(bz) 十 … + ag Q2) |. 
如 果 天 0 及 当 n> ool a^ f r2) TER L RIE 


| fG)—L 
p 


g(x) + ag(br) + a?g Q2) + + 
类 似 地 ,对 于 任意 非 钠 整数 ,有 
Lo) = zs) jn) 
其 中 a 40,040. KF t, 0e RAB 
io = alaj do te bl 


(D Summation of series, The Amer. Math. Monthly ,87 (1980) , 128—130. 
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因此 ,如 果 AOH imeem S Bea rs ARTA 


1 l M 一 af (bx) 
4G) + L4 G2 + SoS) to = SO, 
应 用 举例 
sinz = 3sin 3 4sin? Ls 


取 f (2) =sinr , g(x) =sin* FP a= 3,b= 及 c 一 一 4. 有 


EU Seg Oe 
= lim |3 sin xJ]- z, M = hn 3" B 


因此 ， 
in? d 3sins oh Stein? p e = 
sin’ 3 十 3sin 32 + 3’sin 33 + 

及 
ar 1 .. 392 3. 
sin^r 十 -ysin 37 + 3sin 37 十 人 二 本 Siny， 


2. 同样 地 ,由 等 式 


x E 
cost == — 3cos E + 4cos? — 


3 
很 容易 证 明 


cos?z 一 aot + gross — Boss 3 十 … 一 Sor; 


3 
另外 ,由 等 式 


ctgr 一 2ctg2z + tgr, 
我 们 堂 无 困难 地 推 得 
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l, x 1 1 2 
tgr + 18 5 To sp ae = 


x tg2z' 
1. 容易 看 到 


dy — 1 a, — 1 a; — 1 


aj 102 10503 


foe peo 2] ] 


105***d, 


d,05***0," 
只 要 其 中 的 ca, 一 1,2,…, 都 不 是 0. 因此 ,如 果 lim (oaz…o,) 
存在 且 等 于 工 ,L 关 0, 则 

mC— 1 a — 1 az — | . 


m 


ay 0,05 d10503 L' 


应 用 举例 考虑 级 数 


wa=l,a,=| La-2,3, WA 


Į 1 1 
aaa, m — xD — ap 7 cp 


1*32*43-*5 (Qi — 1)(n 1) 
22 3? 4? pum 2 


n 


Afi b=1/2. 因为 8==(1/2) 一 1, 所 以 S=1. 
WM. 设 bo 40, >l, ENA OW 
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b, = bi — 2. (1) 


我 们 要 求 和 
1 ， 1 1 i 
T bbe ob Un 


假定 此 级 数 收 敛 . ELT d AE SEX Co — T)/2— S. 连续 地 应 用 
(1) ,得 到 


ba — Tb; l, il 
2 by) Baba pt 


REF EAE HR n RA. S noo, h FOA AE FO, Hr 
以 我 们 有 


S 


(2) 


z b, 
da s oer 
由 (1) 得 
bj — 4 = bibi a08— 4), 
Kitt T= J/B—4. 
应 用 举例 
1 十 ] 十 1 十 coe 
10 10 * 98 10 * 98 + 9602 
= 5 ae NU 2 * 
NONE SS 4*16 P! 4 * 16+ 256 
5 5-17 | 5.17257 | 5-17 + 257 + 65537 
-—- 
十 … 一 "E 


( 朱 学 贤 译 , SREB 
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用 增 函 数 定义 的 交错 级 数 ” 


R. Johnsonbaugh 


在 微 积分 入 门 的 教程 中 ,讨论 到 交错 级 数 IC Da, 
时 ,通常 都 假定 序列 {ai} 是 递减 的 且 极 限 是 零 ( 见 [9,p. 
587 D. 在 这 些 条件 下 ， >) (一 1) a i SIC 本 文 将 考虑 {a) 是 
递增 的 交错 级 数 . 

我 们 只 限于 讨论 imw 一 ce 的 递增 序列 {foj}. 因为 如 果 {a 
AEF Ma WM, EU MEY L 于 是 序列 (一 w} 递 减 到 零 ， 
从 而 我 们 可 以 用 传统 的 假设 条 件 研 究 交错 级 数 

$C op" — a). 

设 了 是 定义 在 (1,co) 上 的 实 值 函 数 , 具 有 连续 的 三 阶 导 

数 ,并 设 ”是 一 个 奇 正 整数 . 我 们 要 用 到 等 式 


n 


DO DESA) = CF) + £003/2 + [LF G0 — f (03/4 


k=l 


十 | rox, (1) 


其 中 的 xc) — Tr Bg Tc; o4 1 (2p. 


(D The alternating series defined by an increasing function, The Amer. Math. 
Monthly ,87 (1980) ,36—38. 
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X(t) 一 一 (2/4) + ((30/4) — 1/2; 
IISA , 
X(t) —— XG@—1); 
M CEIBIOXGT2)—XQXO OLET ESRB T y=XOWA 
象 ). 对 于 (1) 式 右边 的 积分 用 分 部 积分 公式 很 容易 验证 (1) 式 


成立. 得 到 这 个 等 式 的 动机 在 [6j] 中 给 出 . 


使 用 等 式 (1) 的 一 个 例子 是 设 GO) — In GE D. (四) 单调 
ÉT. 等 式 (1) 成 为 


SE ping + 1) 
1 | 
= [In2 + In(a + 1)]/2 + Pe 一 a 
«| fO) X Cal. 


首先 估计 积分 | rao xoa X 
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(— DC ek) — Foe 


1 


n 
a, = 
k= 


=> Dine + 1) — In(s + 1)/2, 


则 有 
a, =(in2)/2 + [1/( + 1) — 1/2]/4 
+| FO Xa (2) 
因为 
2 . de (Nn d 1) 
Qa, = ln 一 一 
1]。3… /n + 1 


是 Wallis 乘积 ( 见 [1,p. 299]) 的 一 半 , 所 以 
lima, = (1/2)1n(2/2). 


在 (2) 式 两 边 取 极 限 得 
(1/2)In(x/2) = (n2)/2 — 1/8 +| roxcoa. 
于 是 我 们 求 得 
| roxoa = 4. 217762364 X 107%. 
由 此 可 以 估计 
1)**'InCE + 1) = [1n2 + Ina + 15 1/2 


k=1 


4 [1/G 4- D — 1/2]/4 十 | fF OX (3) 


绝对 误差 f SF Ox(wat| 不 超过 


[T rwxwa] = f” (n)/24, (4) 
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这 可 以 由 审视 X() 的 图 象 及 注意 到 了 (是 递减 的 而 得 到 . 
假设 我 们 要 求 使 M 1)**'InCk + 1) 超 过 10 的 最 小 的 
N. 利用 等 式 (3) 可 以 看 到 必须 解 方程 
10 = [In2 + InCN + 1)1/2 — 1/8 +| FOXWat. 


我 们 略 去 1/CN 十 1) 这 一 项 ,因为 它 将 变 得 很 小 ,以 致 不 影响 
最 初 的 计算 . 可 以 求 得 
N = 308,865,755. 26. 


利用 等 式 (3) 以 及 等 式 (4) ,如 果 令 s(n) = DC n+ 
k=l 
1) , 则 求 得 


s(308865753) = 9. 9999999995…， 
s(308865755) = 10. 000000002…， 


误差 不 超过 10-2. 因此 ,使 SC ine + D 超过 10 的 最 


小 的 项 数 正 好 是 308,865,755. 类 似 的 计算 表明 ,如 果 要 超过 
100, 则 大 约 需 要 4. 6 X 10° HR. 

以 上 说 明 的 方法 ,或 对 它 进行 修改 ,可 以 应 用 于 任意 函数 
f RETE K, IRH >K BOE FO FOP 0X lim ay 
0. 对 王 前 面 讨论 的 函数 了 CQ) — In G-4- D RA K=1. MR K 
之 1, 则 需要 等 式 (1) 的 更 细致 的 描述 ,这 可 以 由 逐次 应 用 分 部 
积分 公式 而 获得 ( 见 [6], 特 别 是 等 式 (2.7)). 一 个 区 数 了 ,如 
果 满 足 条 件 foferD<0, 一 0,1,2,…，, 则 称 为 是 完全 单调 的 
( 见 [10]). 

对 于 任意 函数 J(0 ,我 们 就 没有 那么 幸运 地 可 以 求 得 
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lima, CZ Je RZ oo RE PRAY ZK. 从 而 积 T FOX 
的 计算 变 复杂 了 . 数 a 与 在 用 Euler-Maclaurin 求 和 公式 分 析 
发 散 级 数 时 出 现 的 数 7( 见 [4] 或 [7j]) 类 似 . 
设 了 及 了 都 递减 并 假定 
limf () = 0 = limf (D. 
这 时 ,用 与 证 明 (4) 式 成 立 的 类 似 的 论述 证 明 limwm 存在 . 我 们 
可 以 记 


a = lima, =lim| 2, C— DFG) — fG0/2] 
Ere unis £=1 
=f(1)/2— f (0/4 二 | rox 
=X DFR) — £02 — f Q()/4 
k—1 


i | “pO Xd. 


从 而 我 们 取 足够 大 ,使 得 绝对 误差 | fusos 充分 
小 ,得 到 估计 式 
Eee IPFE) — f0072 — F G0/4. 


VP CNN 


101 
a= >)(— DU E — 1010/2 — 1/(8 101) 
k=1 


二 0. 3801047364, 
结果 中 的 6 位 小 数 都 是 正确 的 ,因为 绝对 误差 至 多 是 
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"E ee 
8+ 24+ 1017? 


可 以 求 得 | OX = 0. 380105 ,从 而 可 以 得 到 有 关 部 


= 1. 524110979 X 107’. 


分 和 之 (一 Dm VE 增长 速度 的 信息 . 例如 ,我 们 可 以 求 得 ， 
使 Sy $8315100,100072 10, 00085 Ek v8] N 值 分 别 是 39,697; 
3,996,961 及 399 ,969 ,593. 

最 后 ,我 们 提请 读者 注意 参考 文献 [2],[3],[4],[5],[6] 
及 [8], 其 中 涉及 到 精确 的 余 项 估计 及 级 数 部 分 和 的 增长 速 
度 . 
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重 排 交错 调和 级 数 " 


C. C. Cowen K.R.Daridson R.P. Kaufman 


在 包含 有 讨论 无 穷 级 数 的 多 数 初等 教程 中 ,大 多 叙述 Ri- 
emann 定理 , 即 ; 一 个 条 件 收敛 的 无 穷 级 数 , 可 以 通过 重 排 ， 
使 其 和 等 于 任意 实数 ”, 有 时 也 给 出 证 明 .但 是 ,即使 是 在 高 等 
微 积分 或 初等 分 析 的 课程 中 ,在 叙述 了 这 条 定理 之 后 ,教师 们 
都 可 能 有 一 种 不 安 的 感觉 ,感到 定理 的 关键 之 处 并 没有 抓 住 ， 
涉及 到 的 问题 对 于 那些 依然 害怕 无 穷 级 数 的 学 生来 说 也 许 太 
难以 捉摸 . 举 些 例子 可 能 会 好 一 些 , 这 也 正 是 本 文 的 目的 . 对 
于 很 大 一 类 重 排 , 我 们 将 详细 地 计算 重 排 的 交错 调和 级 数 的 
和 . 更 为 重要 的 是 ,对 于 初学 微 积 分 的 学 生 , 我 们 举 出 一 个 重 
排 的 例子 使 他 们 增加 感性 积累 ;对 于 学 得 较 好 的 学 生 , 我 们 提 
供求 和 这 类 级 数 的 技巧 给 他 们 作为 解 一 组 题 的 基础 . ZI OC 
述 的 结果 是 Pringsheim 的 旧 的 (1883 年 ) 工 作 ([3j, 或 [1,pp. 
74—77],[2,pp. 96—98 ], KL5,p. 25]) ,但 看 来 ,这 一 工作 并 

所 谓 交 错 调 和 级 数 , 即 指 级 数 


(D Rearranging the alternating Harmonic series, The Amer. Math. Monthly, 87 
(1980) ,817—819. 
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ye Dt = 1 ; E 3 i Fee, 
它 的 和 等 于 1n2. 称 一 个 级 数 是 一 b nr ERNST 
果 它 是 交错 级 数 的 重 排 ,而 且 它 的 正 项 组 成 的 子 序 列 及 负 项 
组 成 的 子 序 列 都 保留 原先 的 次 序 . 例如 ,级 数 


和 
ego tee ge ee ge 
是 交错 调和 级 数 的 简单 重 排 ,但 级 数 
Lcd d.d 
bra ac 2" 


URE ME 2 2o, 是 交错 调和 级 数 的 简单 重 排 , 令 p 是 {a， 
ws,…,} 中 的 正 项 数 ,是 重 排 中 正 项 的 渐 近 密度 , 即 ,w 一 lm 
n/n, 如 果 极 限 存在 的 话 . 因此 ,对 于 没有 重 排 的 交错 调和 级 
3X a 二 1/2, 则 对 于 前 面 的 重 排 (1) p= 2/3. 
。 REGBI 交错 调和 级 数 的 简单 重 排 收敛 的 充分 必要 
条 件 是 ,该 重 排 的 正 项 的 渐 近 密度 存在 . 另外 ,密度 为 a 的 

重 排 的 和 等 于 In2 十 In( al 一 227. 

下 面 我 们 给 出 此 定理 的 一 个 简短 的 证 明 , 但 在 此 之 前 先 
用 更 直接 的 方法 解 几 个 特殊 例子 . 

重 排 相 加 的 一 个 最 简单 例子 ,Manning 认为 是 由 Laurent 
给 出 的 [2,p. 98]. Laurent 的 重 排 是 

1 1 1 1 1 1 1 1 


i se 47. 75-19 1*7 


它 的 a—1/3. 由 播 进 括号 的 方法 易 得 
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1 0.1 
(a ae 


从 而 级 数 (2) 的 和 等 于 地 In2. 插 进 括 号 的 妙法 是 很 吸引 人 的 ， 


但 要 将 它 推广 到 其 它 重 排 的 求 和 则 比较 困难 . 
重 排 (1) 可 以 用 老 级 数 来 处 理 , 所 用 的 方法 与 用 Taylor 


oo 


级 数 于 In(1 +2) SSE BA 22 C7 047 nity BEA. iz 


s 


E 
用 初等 的 估计 可 证 明 级 数 (1) 收 敛 , 且 由 Abel 定理 [4,p. 160 
上 的 定理 8. 2] 可 得 , 它 的 和 等 于 limf(z). 由 于 


f(z) = ina +2) — In(1 — z) + InCI — z‘) ] 


3 4 5 T 
fa): RA RE QE lal « 1. 


= Fil Jaat, 


BERHO AY ALES m2. 一 般 说 来 ,这 一 技巧 对 于 由 个 正 
项 构成 的 组 和 由 mn 个 负 项 构成 的 组 交替 出 现 的 重 排 是 有 效 
的 . 这 时 所 用 的 函数 是 

f(x) = na +a”) — In(l — 2") + In(1 — z”) ] 


= 了 mn[G a0 +e adm dar 


Od adeat 
此 类 计算 产生 一 些 有 意思 的 习题 ,因为 它们 的 严格 分 析 
需要 若干 里 级 数理 论 的 标准 技巧 (事实 上 ,有 可 能 由 此 证 得 定 
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理 1, 要 注意 到 重 排 的 和 是 渐 近 密度 的 增 函 数 )， 
定理 1 的 证 明 设 之 /a 是 交错 调和 级 数 的 简单 重 排 . 令 
Pr [R] AY sq, 1— p, ee 
ya = Soe p - ep. 


对 任意 正 整数 w 设 及 = | 之/ 人] 一 In 则 序列 
(E) P 是 正 的 递减 序列 ,其 极限 r 称 为 Euler 常数 . 
因为 


及 
Xo -D= > = Sep 
j=1 
= in (2p,.) + M. — Hn, — Lp 
Pr 2p, 2 P. 2 9, 9 
所 以 


lim Sa = lim n | In2p, zb oz 
CO tel n> 


— Jing, + Ey, 一 - 34, | 


A im -L. -1 mI PUE 
=In2 + lim 9 IN (pg ) 十 了 了 7 z” 


一 ln2 + in imp. 
因此 ,级 数 收敛 , 当 且 仅 当 右面 的 极限 存在 ,而 极限 正好 是 1n2 
+n GO-—2)7. 
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以 上 我 们 看 到 了 ,交错 调和 级 数 的 重 排 的 和 仅仅 依赖 于 
渐 近 密度 a. 这 种 性 质 在 某 种 意义 上 只 有 类 似 于 调和 级 数 的 
级 数 才 具有 ,定理 2 将 指出 这 一 点 . 我 们 建议 读者 自己 证 明 或 
者 阅读 Prisheim 的 文章 [3j. 

定理 2[3] 设 {a} 兴 是 实数 序列 ,满足 条 件 ; Im] lal 
> |a |>, lima, = 0K an-ı >> 027a5 ,k—1,2,3,*-. 


CLAN Etim |a, |=00,5 是 一 个 实数 , 则 存在 渐 近 密度 是 
La So 的 一 个 简单 重 排 ,其 和 等 于 避 
(2) JR. lim na, = 0, > 是 级 数 Da 的 一 个 简单 重 排 ， 
Rire o FEBON a= Dye 
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SI x -— 
之 / 方 一 了 的 一 个 初等 证 明 9 


Boo Rim Choe 


在 数学 中 ,有 些 公式 能 用 许多 不 同 的 方法 证 明 ,本 文 题目 
中 的 Euler 公式 就 是 其 中 的 一 个 . 例如 , 它 可 以 用 单 复 变 函数 
论 中 的 Cauchy RMI HZ sk (C1 1,021.03], 041) 3X, Weier- 
strass 乘积 定理 [5 证明 . 很 多 高 等 微 积分 教科 书 也 把 它 作 为 
一 道 习题 ,使 之 可 以 利用 Parseval 2 RC[ 6], [7 D ak Fourier 级 
数 展开 (L61,[L7j,[8],L9j) 来 证 明 . 此 外 ,还 有 一 些 文章 包含 
有 它 的 初等 证 明 , 我 们 在 文章 后 面 的 参考 文献 中 列 出 了 其 中 
的 几 篇 . 

我 们 这 篇 小 文章 的 目的 是 给 出 这 一 公式 的 另 一 个 初等 证 
HH. 这 一 证 明 更 为 初等 ， 后 面 的 计算 将 表明 这 一 点 . 


首先 ， Bim JS) t+ Sigh harka 
性 ), 所 以 只 需 证 明 


x? 


1 
2 Gee 8 i Bs 
让 我 们 考虑 are sinz 在 2 —OBBER Taylor 级 数 展开 式 


@ An elementary proof of >» 1/n? = 12/6, Amer. Math. Monthly, 94 (1987), 
r=] 
662—63. 
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ok KQ 123+ 5ean — 1). xt? 
See A 2*4 = Ge (2n) 2n +1’ 


RAT Ho) e «— OME AY ARR BH KG 


(2) 


Fest 


由 Raabe 判别 法 , (2) 中 的 级 数 在 z==1 处 收敛 ,因而 由 
Weierstrass 的 M 判别 法 得 , 它 在 [一 1,1] 上 一 致 收敛 . 由 Abel 
定理 可 知 , 它 在 [一 1,1] 上 实际 上 表示 了 arc sinz. 

在 (2) 式 两 边 代 换 z—sint, —1/2<t< 4/2, 4h 


ONF ` ] .,1*8*5(20— 1) ,i 
(cin PST D+ 4+ 6- (On) sin?'*!z, (3) 


(3) RB AOE S-BUS)» ENR 


Po c. 1 1-345 — 1) fÈ s 
pelt Ley 2 «4 + Gere(2n) ee 


(4) 
另外 ,由 Wallis 公式 得 


2。4。6.…(27) 


Er 


下 
Z, 

| sin?** tdt em 
0 


最 后 ,将 (5) 式 代入 (4), 即 得 (1) 式 . 
$ E x B 


[1] Jerrold E. Marsden, Basic Complex Analysis, W. H. Freeman ,san Fra- 
ncisco, 1973, pp. 247-252. 
[2]  J.H. Curtíss, Introduction to The Functions of a Complex Variable, 
Marcell Dekker, New York, 1978 ,p. 267. 
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后 记 E Amer. Math. Monthly, 95 (1988) , p. 331 Ek pt f& 


TR (Tübingen) X ^£ AY G. Turnwald 指出 ,本 文中 的 证 明 实 


际 上 是 Euler 于 1743 年 得 到 的 . 因为 这 是 一 个 很 好 的 工作 ,所 
以 我 们 仍 译 之 并 将 G. Turnwald 给 编辑 的 信 附 在 此 . 


给 编辑 的 信 


编辑 : 
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在 这 本 《月 刊 》( 即 Amer. Math. Monthly — E 3E 1E )19874E. 
8 一 9 月 期 上 短文 栏 的 662 一 663 页 上 , Boo Rim Choe 给 出 


T 21v — s /688 A ORB ERR. 但 是 ,必须 指出 的 是 ,这 
一 证 明 并 不 是 新 的 :Euler 于 1743 年 ([1) 就 已 发 表 这 一 证 明 ， 
只 不 过 形式 上 上 略微 有 点 不 同 ;参阅 [2]( 第 388 页 ,210 附近 的 脚 
BE [3]. (在 [3] 中 提 到 的 stáckel 的 文章 ,重印 在 Euler 的 
《全 集 》(Opera Omnia) 第 I 卷 第 14 册 156 一 176 页 上 ). 


1] L. Euler, Demonstration de la somme de cette suite DE uS 


tutup » Journal littéraire d'Allemagne, 231 (1743) 115— 


127. (Opera Omina, I, 14, 177—186.) 

[2] K. Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 

| Grandlehren der mathematischen Wissenschaften 2, 5th ed., 
Springer-Verlag, 1964. 

[3] K. Knopp and I. Schur, Über die Herleitung der Gleichung 2. ,1/n? 
= 17/6 , Archiv. der Math. und Physik, 27 (1918) 174 — 176. CI. 
Schur, Gesammelte Abh. , I ,246—248;Springer-Verlag 1973), 


Gerhard Turnwald 
图 宾 根 大 学 数学 研究 所 
西 德 图 宾 根 
( 朱 学 贤 译 , ARERO) 
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著名 的 Lévy 和 Steinitz 定理 


Peter Rosenthal 


本 文 作者 在 导师 Paul Halmos 指导 下 ,于 1967 年 获得 
Michigan 大 学 博士 学 位 . 他 的 兴趣 主要 是 在 希 尔 伯 特 空间 中 
的 有 界线 性 算 子 方面 ,特别 是 在 不 变 子 空间 方面 . l 


我 们 都 熟知 级 数 重 排 的 黎 曼 定理 , 它 是 说 一 条 件 收 敛 的 
实数 项 级 数 经 重 排 后 可 以 收敛 到 任意 指定 的 实数 . 因此 ,关于 
级 数 重 排 的 结果 可 表 氢 成 如 下 形式 :一 实数 项 级 数 的 所 有 重 
排 级 数 的 和 的 集合 或 是 空 集 ,或 是 一 点 ,或 是 整个 直线 . 

关于 复数 项 级 数 ,相应 的 定理 是 什么 呢 ? 

经 非 正式 调查 , 令 人 惊奇 的 是 虽然 八 十 多 年 前 发 表 的 论 
文中 已 经 回答 了 这 个 问题 ,但 当今 数学 家 中 很 少 有 人 知道 这 
个 问题 的 答案 . 

这 个 相应 的 定理 是 ;一 复数 项 级 数 的 所 有 重 排 级 数 的 和 
的 集合 或 是 空 集 ,或 是 一 点 ,或 是 复 平面 上 一 直线 ,或 是 整个 
复 平面 . 

在 " 维 空间 中 也 有 类 似 定理 ， 

Lévy-Steinitz 定理 了 设 级 数 的 项 为 有 限 维 实 欧 氏 空 间 
中 的 向 量 ， ME R s 集 ,或 是 一 子 空 
间 的 平移 ( 即 为 集合 "十 M, 这 里 上 是 一 向 量 ,M 是 一 线性 子 


(D 以 下 简写 成 L-S 定理 .一 一 译 者 注 
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空间 ). 

既然 有 限 维 复 向 量 空间 间 是 一 2 倍 维 数 的 实 向 量 空间 . 所 以 
Hy L-S 定理 可 得 :在 复 欧 氏 空间 中 的 一 级 数 , 它 的 重 排 级 数 的 
和 的 集合 或 是 空 集 ,或 是 一 实 子 空间 的 平移 中, 

1905 年 ,P. Lévy[4j] 首 先 证 明了 这 个 定理 . 19134E , Steinitz 
[6 ]48 tH Lévy 的 证 明 是 不 完全 的 ,特别 在 高 维 情形 更 是 如 此 . 
他 填补 了 Lévy 证 明 中 的 空隙 ,而 且 给 出 了 一 完全 不 同 的 证 
法 . 

这 定理 所 以 鲜 为 人 知 , 不 是 由 于 它 的 结论 而 是 由 于 证 明 
难度 较 大 . 我 们 这 里 介绍 的 方法 是 经 Gross [1] Be HE IG AY 
Steinitz 方法 . 我 们 力图 把 证 明 分 割 成 容易 领会 的 几 个 片断 ，: 
希望 使 证 明 变 得 既 好 理解 又 能 引起 兴趣 . 此 文 的 目的 正 是 使 
这 漂亮 的 结果 能 为 更 多 人 所 知晓 . 

我 们 从 GrossL1j 所 证 的 “多 边 形 限制 定理 ”开始 . 这 定理 
是 说 任意 有 限 个 长 度 小 于 1, 且 和 为 0 的 向 量 集合 名 ,经 重 排 
后 ,总 可 使 每 一 部 分 和 都 小 于 只 依赖 于 向 量 空间 维 数 的 一 个 
常数 ， 

在 第 3 节 ,我 们 讨论 “ 重 排 定理 ” 它 是 说 若 一 级 数 的 部 分 
和 有 一 子 序列 收敛 到 S, 且 级 数 的 一 般 项 趋 于 零 , 则 存在 级 数 
的 一 个 重 排 ,使 重 排 后 级 数 收敛 到 3. 这 定理 可 由 多 边 形 限 制 
定理 推出 ,但 它 本 身 也 是 蛮 有 兴趣 的 . 

我 们 在 第 4 节 介 绍 L-S 定理 . 在 第 5 节 简 要 地 讨论 某 些 有 


中， 请 读者 白 己 以 - 维 复 向 量 空间 一 一 即 复 平面 为 例 , 明 确 地 表述 这 一 结 
ie. 一 一 译 者 注 

D 这 条 件 使 有 限 个 向 量 止 好 组 成 二 多 边 形 . ~ 一 译 者 注 
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关 结果 . | 

我 是 从 Israel Halpein 那里 听 说 L-S 定理 的 . 他 向 我 讲解 
定理 的 证 明 时 ,开始 我 没有 听 , 觉 得 自己 能 用 更 简单 方法 证 明 
这 定理 . 但 结果 我 没有 证 出 来 , 便 请 他 细 述 定理 的 证 明 . 以 下 
内 容 主 要 是 根据 那 次 个 别 讲解 ,为 此 我 对 他 表示 万 分 的 感谢 . 


2. 多 边 形 限 制定 理 (Polygonal Confinement Theorem) 


L-S 定理 的 Steinitz-Gross 证 明 ; 是 基于 下 面 富有 技巧 性 
的 引 理 . 

多 边 形 限制 定理 ([6];[1]) 设 {2.:i=1,…,m}) 为 n 维 欧 
氏 空 间 R" 中 一 组 向 量 , 且 其 和 为 0, 并 对 任 二 ;i 满足 模 ( 即 长 
FED le; ti. 则 存在 一 仅 依赖 于 维 数 % 的 常数 C,, 和 (2,…,m) 
的 一 个 置换 PD, 使 对 每 一 jCR2) ,满足 2 


lle + eno | < C. 
i=2 


事实 上 ,我 们 能 取 = 1,0, JAC, 十 1 > D. 

证 明 Feit ie m= 1 情形 . 这 时 证 明 是 容易 的 . 无 妨 设 wm 
0, EBL P(2) ,使 wm 到 0, 继续 选取 负 的 ", 直 到 使 选 出 的 向 
量 和 变 成 非 正 为 止 . 然后 选取 正 的 », 直 到 使 选 出 的 向 量 和 变 
成 非 负 为 止 . 依 此 选取 下 去 ,直至 将 所 有 的 +» 取 完 . 由 于 对 所 
有 的 ial 志 1, 所 以 如 此 重 排 后 的 每 一 部 分 和 显然 是 介 于 1 
与 一 1 之 间 . 因此 C1=1. 


© 即 (P(2),P(3),…,P(m)) 是 (2,3,…,m) 的 一 个 重新 排列 . 一 一 译 者 注 


®© n+ Zoo RERNA vistas s tm 的 一 个 重新 排列 的 各 个 部 分 
和 . 一 一 译 者 注 
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对 一 般 情形 的 证 明 用 数学 归纳 法 , 设 >1, 向 量 组 {v) 满 
足 定理 中 的 假设 . 假设 定理 对 1 成 立 ,C,: 为 相应 的 常数 . 

考虑 首 项 为 v, 向 量 组 {v;} 的 所 有 可 能 的 部 分 求 和 . 因 
{vw) 为 有 限 集 ,所 以 这 种 部 分 和 也 是 有 限 集 . 记 工 是 它们 中 模 
最 大 的 那个 部 分 和 , E L9 dew de nus (n) C (ve, 
sUn) TA PAY oM {tr snm). BRR, Lew, +o +, — 0. 

记号 (41») 表 示 欧 氏 空 间 中 向 量 w 和 w 的 内 积 . 

我 们 先 证 明 向 量 wv 及 {wi} 在 大 方向 上 都 与 工 一 致 ,而 向 
量 {w} 在 大 方向 上 都 与 相反 ( 画 个 图 就 可 知 这 结论 是 很 可 
信 的 ), 也 就 是 说 我 们 要 来 证 明 下 面 的 结论 (a), (b) 和 (e). 

(a) (i |L)>0 G=1,.,s). 

[E OSEE 1, A (ws |L)<0, ABA 


(a — wi gg) = I m qe > Izl, 


EIL LL—»| > | L| 3X 5; L RR KAR AB JB 
(b) (uv, {L) 0. 
zi On [L0 0, ARR 


: | 
(一 metat +w))= |(- pre-e) 


= |LI| 一 Gv) > zl, 


而 
这 样 向 量 eii rw 的 模 比 向 量 工 的 模 更 大 , 故 了 矛盾 . 
(c) (w;|L)SOG=1,-+°,2). 
ENE UE (wi | D) > 0, BRAK 
Cw L) 


(a tapi la hha EUM 


BSEC] Law, J| > LJ. EL |] ons | C HR — I BD BY BE SG 
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> zl. 


L 是 模 最 大 的 部 分 和 矛盾 . 
考虑 (mx 一 1) 维 空间 L= (WE RR". (vo | L) = 0). 在 Loc 
们 应 用 归纳 法 假设 . 用 v 表 示 血 量 " 在 L hH, B 


ALS ota tee te, RY vita te +u,= 0. 同 理 可 得 
wi 十 … 十 wi 二 0( 因 为 ww 十 … 十 如 二 一 上 .一 一 译 者 注 ). 根据 
归纳 法 假设 ,存在 (1,…,s) 的 一 个 置换 8, 使 得 
[+ oo c. 1 一 1，… 9S). 
同时 存在 (2， 入 的 一 个 置换 R, 使 得 


wi + S s 
这 里 规定 ROD—1. 

现在 的 想法 是 ;保持 上 面向 量 4 与 w 的 顺序 (这 将 使 部 分 
和 在 Lt+ 上 的 分 量 不 致 太 大 ) ,然后 在 v! 后 轮流 选取 ww 与 4 以 
得 到 {wi} 的 一 个 重新 排列 ,使 其 部 分 和 沿 工 的 分 量 的 模 不 超 
过 1( 这 如 同 m=1 情 形 时 的 证 明 一 样 ). 

确切 说 , 因 (Cw1L) 宇 0 与 (wi|L) 二 0, 我 们 总 能 选取 最 小 数 
”比如 说 m ,使 得 | 


(12 + om IL) <0 
然后 选取 最 小 数 s1, 使 得 


< Ca 一 2，… yt). 


© 这 是 表示 由 R 中 所 有 和 工 正 交 的 ( 即 内 积 为 零 的 ) 向 量 组 成 的 子 空间 ， 
它 是 一 个 4 一 1 维 欧 氏 空间 . 一 一 译 者 注 

© 不 熟悉 欧 氏 空间 理论 的 读者 ,可 以 以 4=2 为 例 , 画 个 图 来 理解 本 文 的 所 
有 论证 ,这 能 更 清楚 地 看 出 证 明 的 思想 . 一 一 译 者 注 
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(al + > us li] ital > 0. 
EERU re E B 
@ lL) + Sern IZ) + Stolt) + È mo [L) <0 
如 此 下 去 ,得 到 向 量 fwj 的 一 个 排列 


Wiswa" 9 Wace) Uga) 9 *** s Ugis, o 9 Wre +1) s**t SURG) 9 UD 
这 样 得 到 的 {v}) 重 排 ,显然 部 分 和 沿 工 方向 分 量 的 模 至 
多 为 1. 由 归纳 假设 知 部 分 和 在 L+ 上 的 分 量 的 模 至 多 为 Cat 
Cu. 因此 ,部 分 和 的 模 至 多 为 V4C%i 十 1. 证 完 . 


3. 重 排 定理 


重 排 定 理 在 证 明 L-S 定理 中 起 关键 作用 ,定理 本 身 也 是 
很 有 意思 的 . ， 

为 了 应 用 方便 ， Hes SA s N FEN 
ie. 

引 理 1 车 {vi:i==1,* 


STE un .,m) 的 一 个 置换 P 
loco + VP) +. :十 Ver) | < e(C, + 1) (1 x T x m). 


证 “定义 w+ 一 一 ”一 …… 一 mm, 则 之 ,wm 一 0. 由 多 边 形 限 
制定 理 , 存 在 (2,… ;m 十 1) 的 一 个 置换 P, 使 得 


1 —- 1 
| —?» + > l WPa 
€ I—2 € 
H F. 
21 十 > VrO 
i=2 


Vi 


lv Jeli 


<C(2<r<m+ 1). 


因而 <e SPU)=1, Eon RPE 
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排 中 略 去 osa BERE (oA — P EEBE. BI ossa ile, BEA 
去 va+1 后 引起 部 分 和 模 的 变化 至 多 为 e, 即 所 有 部 分 和 的 模 至 
多 为 eC, +e. 引 理 证 完 . 

EHEH GR 中 的 向 量 级 数 的 部 分 和 有 一 子 序列 收 
ME S$, 是 级 数 的 一 般 项 趋 于 零 向 量 . 则 在 在 级 数 的 一 个 重 
排 ,使 重 排 后 级 数 的 和 为 S. 

证 设 人 wj2 ,为 及 中 的 向 量 列 . 令 s= Doo. BET 
序列 {Sm} 收 钱 到 5S, 我 们 要 指出 存在 {v} 的 一 个 重 排 ,使 重 排 
级 数 部 分 和 序列 {0,} 收 全 到 S. 我 们 的 想法 是 利用 引 理 1 对 每 
iH Om titt ,vm,+1 一 1) 进 行 重 排 ,使 这 组 重 排 后 的 每 个 部 分 
和 充分 小 ,这 样 当 m 在 mi 与 mri 之 间 时 ,部 分 和 om 与 Sm 可 
以 充分 接近 (以 下 的 证 明 读者 能 自己 完成 . 译 者 注 ). 

ee 令 ô= ||8,, — S] M] 0,7 0 (9 00). 注意 到 


* 
Sn- $in- X8 


< Ont + Ôr + los, 


"I 


e, = max {ô+ 十 ô supi |fe || :i 之 m}}. 
显然 有 &,—0, 5j 


b 


S al< x 28. 


由 引 理 1, 对 每 一 个 * pp … moa — 1) 8 —A4 E 3 
Pi, 使 得 


| jo VP G) | xc 2&0, + 1), 
i=m,t1 
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其 中 T= Mis" s Mi l. 
SRE BFE (oS OP ER k AREF vn, RB, Gu T D xi 
< (my 41—1) ,wv ERR Pe EHE 这 样 得 到 的 重 排 级 数 , 当 mi 十 1 


mm 一 1 时 ,0 一 Sm 一 24 vow; 因 此 ,on 一 Sm ll 2n CC. 


十 1). 由 条 件 Sn >S,6>0, 即 得 On >S. 证 完 . 

4. L-S 定理 

为 了 证 明定 理 , 除 重 排 定理 外 ,我 们 还 需要 多 边 形 限制 定 
理 的 另 一 推论 . 

引 理 2 E CR w= 2), 0<t< 1, Hllall<eG= 
Lm). 则 存在 (1,…,m) 的 置换 P APTE L5 m [IBS BR 
7 使 得 


m 


| Sew — w|& «et 1. 
i=1 


证 明 假设 vti MIA BRM). 首先 考虑 "一 1 情 
JE. 设 w2- 0 EMRE — vi 即 成 ). 令 7 表示 使 
vy + vp foe + e > tw 
FJ i] i. 244 rit, A 
Dy 十 vs 十 … +o, 1 S tw. 
TER [o | e, BIG 
Joy + vg + oe +o, — wl e 
当 ?* 一 1 时 ,显然 有 
[oi — tw| S e. 
故 4 二 1 时 引 理 成 立 ,其 中 0a — Co XW 0. 这 时 不 必 重 排 妈 
求 得 适 当 的 部 分 和 . 
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再 考虑 o> UIE. BL = Dos 所 以 {n) 在 子 空间 ui 


EROR GO EUR 2:100. RKA). BCRERER 
边 形 限制 定理 ,存在 (2,…,m) 的 一 个 置换 P, 令 PCL) — 1, UJ 


1 1 1 
| sre + VU ro 十 … 十 TU o 


x C, , 


这 里 j=l, e,m. 
又 因 


Ca tt (vol i jas 


+ (rm | ia) = lel 
5 


(^! rd [ka «is m). 
故 可 利用 * 一 1 时 所 得 结果 ,存在 自然 数 ", 使 得 
Ca Tat) + Gay lat e. 
+ (vol ge) — tel < " 


由 分 量 的 估计 即 得 向 量 的 估计 : 
lve 十 vro 十 … 十 pm — Go]? < PCL, + e. 
引 理 2 证 完 . 
现在 我 们 来 证 主要 定理 . 
L-S 定理 (1[41,16]) Ee 空间 中 级 数 的 所 有 重 排 的 和 的 


© ”wl 和 前 面 的 LL 定义 相同 . 


译 者 注 
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SA BE EA FS ES. 


Bs RRM Dn 重 排 的 和 的 集合 (只 考虑 重 排 后 

仍 收敛 的 级 数 ). 假定 S 不 是 空 集 ,用 nO € SO CBE n. i 
我 们 可 假设 0E S. 问题 只 需 证 S 为 一 子 空间 . 

我 们 先 来 证 明 , 由 0,si,sz 属 于 S, 可 推出 si 十 s: 也 属于 5. 
证 明 可 通过 几 次 重 排 来 实现 ,其 思路 如 下 .选取 一 趋 于 零 的 正 
数列 {6}, 总 在 在 级 数 >)" 依 某 种 顺序 排列 的 部 分 和 4.( 以 
下 说 的 部 分 和 都 是 这 样 理解 . 一 一 译 者 注 ) 与 % 的 距离 小 于 
,然后 根据 级 数 有 一 重 排 收 仑 到 0, 总 可 构造 一 部 分 和 ,使 
它 包含 部 分 和 4 的 项 且 与 0 的 距离 小 于 a. 再 根据 级 数 有 一 重 
排 收敛 到 ,又 可 构造 一 部 分 和 C,, 使 它 包含 前 一 部 分 各 
的 项 , 且 与 ss 的 距离 小 于 a 继续 按 这 样 后 一 部 分 和 的 项 包含 
前 一 部 分 和 的 项 的 方法 ,构造 与 的 距离 小 于 eil BARI As 
与 0 的 距离 小 于 的 部 分 和 Bes AF B 的 距离 小 于 的 部 分 和 
C». 依 此 下 去 ,我 们 得 到 一 串 虽 在 项 的 排列 顺序 上 可 能 不 同 ， 
但 在 所 包含 的 项 上 总 是 后 一 个 包含 前 一 个 的 部 分 和 序列 9 
Ais Bi Ci Ars Bo Co, tn AS Ba Cine. ERF s: 的 部 分 和 Ci 中 
先 除去 上 一 个 趋 于 0 的 部 分 和 B 中 的 项 ,再 加 上 前 一 个 趋 于 
“的 部 分 和 4 的 项 ,这 样 就 可 以 得 到 一 串 新 的 部 分 和 序列 
cca，，, 它 也 是 后 一 个 的 项 包含 前 一 个 的 项 目 趋 于 十 
se 于 是 借助 重 排 定理 就 可 得 到 收 全 于 s +s EHRM. 

下 面 作 详细 说 明 . 令 Us) Ji P Of LE CTI. 既然 级 数 有 


QD “一 ?时 ,这 定理 应 怎样 更 直观 地 表述 ,请 读者 按 * 一 2 时 直观 地 理解 证 明 
的 实质 . 一 译 者 注 

名 ”事实 上 ,通过 适当 的 调整 ,总 可 使 它们 的 顺序 也 一 样 . -一 译 者 注 
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一 重 排 收敛 到 so 故 存 在 有 限 的 正 整 数 集 LEIE, H 
[Zio — s] a 又 因 级 数 有 一 重 排 收敛 到 0, 故 有 一 有 限 


WERBEN EEND B | 3o | a. 同样 有 集合 


KB | 之 lcd 


<a. 有 集合 ,同时 包含 集合 Ki 与 
2) H [e 一 | 二. 依 此 下 去 ,逐一 地 构造 出 集合 1， 


Jing Kn 使 得 


{l,e my ÖC K n1 Clnn Ks, 


[Esl Io - ole 
i€r, i€ a 
^ — Se < Eme 


现在 我 们 来 重 排 级 数 . 对 每 一 m, 重 排 1， 使 属于 1 的 数 
放 在 前 面 , 重 排 K, 使 属于 J 的 数 放 在 前 面 . 再 重 排 六 + 使 属 
于 K 的 数 放 在 前 面 . 由 此 得 到 正 整 数 集 的 一 个 置换 P. 相应 

得 到 级 数 的 一 个 重 排 20 若 用 bm s Jm s Rm 表示 集合 InyIms 


Kn 的 元 素 个 数 ， BAS kn STU 


[Dresda De de 
ise] j=l 


k 


m 


NT — 85 |< En (ml). 
k=1 


D 为 什么 要 这 条件? 不 加 这 条 件 会 出 现 什么 问题 ?一 一 译 者 注 
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注意 到 
Fn ka in 
| 2 YP) — s|-| Dew = Sew 一 $$ 
i=j,+1 i=1 j=} 


[ên 十 En- 


于 是 得 出 


i, DN 
| > op 十 5 veao — (sı + s2) 
i=] imj cl 


< 3e, (mul). 


FR HARM 2 o. 具体 做 法 是 对 每 一 w, 交 换 向 量 
(opo) imis d 1, tja) Ej RE BE (ono i= jat 1, skn TE OUR 
的 位 置 . 对 新 的 重 排 级 数 , 上 一 式 子 表明 该 级 数 有 一 部 分 和 的 
子 序列 收敛 到 Sı F sz. Al Ss* gi ,所 以 ven > 0 Coo). 根据 重 
排 定 理 ,存在 另 一 重 排 级 数 , 它 的 和 为 si +52, Bl si 十 szE 8. 

余下 来 只 需 证 明 由 ses, He west HEM). AT S 
的 可 加 性 , 当 为 正 整 数 时 结论 成 立 , 所 以 只 需 让 iE€ (0,1) 与 
t 二 一 1 时 结论 成 立即 可 . 


我 们 从 证 集合 8 的 可 加 性 时 得 到 的 重 排 级 数 之 wc 出 
发 .固定 4E (0,1). 已 知 


| > vro 一 s| < 2em (m1). 
tial 


4 ó, —sup( lloro | i= jat 1, 77 km} ,和 
k 


m 


Un = > Vp) — S2. 


icti 
应 用 引 理 2, 存 在 (P( 加 十 1)，…,P(Cts)) 的 一 个 重 排 Qn 及 一 数 
Pn nt Hrs Ss) ,使 得 
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< Môn, M = SC, + 1. 


| Ss Ve (PG) 一 t(so + Um) 
i=j,t1 
因而 
. | p? Ug (PG) — tsz| < Mó, + Pen. 
i=j tl 
由 此 得 出 
Ín i 
| 2 ro T = vq (Pa) — tsz2 
1 i=j tl 


这 表明 存在 级 数 的 一 个 重 排 , 它 的 部 分 和 序列 有 一 子 序列 收 
ME ts,. 再 根据 重 排 定理 知 ts. € S. 
最 后 证 一 s:E S. 注意 到 


Jm41 


k 

a 

VC. 
> Vea 一 > Ur) = (0— sD |< Emt1 F Ens 
i= i=l 


< Môn + 36. 


E 


)n41 


b E 
i—k t1 


则 有 


< Em+1 十 2Ene 


加 Im+1 
| > PP) + > veo 一 《一 8) 
i=] imk tl 


交换 向 量 (vroi = jm H 1,5) Ej] E (eo im ka H Turns, 
ei) 在 级 数 中 的 位 置 ,得 一 新 的 重 排 级 数 ,该 级 数 部 分 和 有 
一 子 序列 收敛 到 一 sz. 根据 重 排 定 理 知 一 ES, 定 理 证 完 ， 


5. 附注 


AF LS 定理 ,自然 会 提出 下 面 有 关 问 题 . 
D ” 任 一 子 空间 的 任意 平移 ,能 否 是 某 一 级 数 所 有 重 排 
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和 的 集合 呢 ? 

容易 看 出 问题 的 解答 是 肯定 的 ,车 M 是 任 一 子 空间 ,。 
为 任意 向 量 , {e,…,en} 表 示 M 的 基 . VE Gs) E — A b c Dt 
ire i CDD. 由 黎 曼 定理 ,容易 得 出 向 量 {7， 
zej1j 二 1,… ,mi 二 1,2,…) 的 所 有 重 排 和 的 集合 为 ?十 M. 

(2) 向 量 {w} 满 足 什 么 样 的 条 件 时 ,就 能 断定 重 排 和 的 
集合 是 空 集 ,或 是 真子 空间 的 平移 ,或 是 全 空间 R? 

从 Lévy 或 steinitz 的 证 明 中 即 能 找到 问题 的 解答 . 一 个 条 
件 是 一 般 项 {w} 趋 于 0; 一 个 条 件 是 对 任 一 向 量 w, 级 数 


Yel |w)* DAA lw) 的 和 或 同时 为 有 限 ,或 同时 为 无 穷 


若 这 两 个 条 件 都 满足 时 ， 重 排 和 的 集合 不 是 空 集 , 和 否则 为 空 


集 . 这 里 at = [a —— [a “二 s 


当 上 述 两 个 条 件 都 满足 时 , 且 对 任 一 方向 都 不 绝对 收敛 
( 即 对 每 一 w, 级 数 ye |u)* 与 Do |u)- 同时 为 无 穷 )， 


那 末 重 排 和 的 集合 为 全 空间 若 有 -- 些 非 零 向 量 w, 使 上 面 
两 级 数 和 为 有 限 , 则 重 排 和 的 集合 为 "十 M, 这 里 ”是 任 一 和 ， 
M 是 这 些 w 所 张 空间 的 正 交 补 空间 . 

上 面 叙 述 加 深 了 原 Lévy 4 ],steinitz[ 6 ], Gross[ 1] X% vj 
的 讨论 ,这 方面 的 讨论 也 可 参看 L2j. 

CD 在 别 的 拓扑 向 量 空间 中 情形 如 何 呢 ? 

因为 具有 相同 维 数 的 有 限 维 拓扑 向 量 空间 是 同 构 的 ,所 
以 L-S 定理 在 任 一 有 限 维 空间 中 成 立 、 

在 希 尔 伯 特 空间 中 ,Marcinkiewicz([5,p. 106]) 首 先 举 出 
了 一 个 反例 ,这 反例 可 以 嵌入 到 许多 巴 拿 赫 空间 . 但 在 由 序列 
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构成 的 拓扑 向 量 空间 中 定理 仍 成 立 [3]. 这 些 结果 的 讨论 以 及 


Lévy 方法 的 改进 ,读者 可 以 参看 [2]. 


[1 


[2] 


[3] 
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e 的 一 个 无 穷 乘积 ” 


N. Pippenger 


Stirling 在 确定 他 的 渐 近 公式 岂 一 ( 2m ) tete 中 的 党 
数 因 子 时 ([2,p. 137]) ,用 到 了 Wallis 的 无 穷 乘积 公式 ([1,p. 
180]) 


Wallis 乘积 的 一 个 惊人 的 姐妹 公式 是 

a (ft) ($4) (E33) ^ 

2 1 3 3 5577 
它 可 以 证 明 如 下 . 对 于 2, FB» SAF a [27--27/(07 十 
DeL — DJY = E(27! — D1DHG' D72/2(277 1) 0? Z7 
一 Dip?) RPS 11.25 ERNE n Q— 
2)-…4.2, 当 nn 是 奇数 时 等 于 n(n 一 2)…3.1, BR 271127 
27 1E (—D11221/211921/27 2!1 ,所 以 上 面 的 表 
达 式 成 为 [2 (2771 18/2 Q7? D'(Q* D? ]Vh. 对 于 > 用 归纳 法 ， 
得 前 ”个 因子 的 乘积 是 [2.22 (2-11 )?/ 0271)?” y fj Stir- 
ling 公式 并 令 "一 co ,就 得 到 公式 的 证 明 . 


参考 OX B 


(D An infinite product for e ,The Amer. Math. Monthly ,87 (1980) ,p. 391. 
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交叉 分 布 中 蒲 丰 针 的 设计 问题 " 
JACK M. ROBERTSON ANDREW F. SIEGEL 
1. 3r 绍 


17334 , illi E (Buffon, 1707-1788) [8] EHZ DF R We Ve X AI 
一 份 报 告 中 涉及 到 了 许多 问题 . 其 中 就 有 他 后 来 用 几何 概率 
方法 解决 了 的 投 针 问题 . 在 这 个 著名 的 问题 中 ,关于 投 针 与 一 
族 等 间隔 平行 线 相 交 之 概率 的 计算 ,直到 1777 年 才 发 表 在 他 
的 著作 《自然 历史 补遗 》 上 《自然 历史 》 共 36 卷 ,涉及 内 容 十 分 
广泛 . 其 中 包括 概率 学 ,天 文学 (行星 的 冷却 ) ,物理 学 ,植物 物 
理学 (轮船 设计 中 木材 的 抗 张强 度 ) ,林学 ,生理 学 ,烟火 制造 

人 们 利用 几何 概率 方法 对 原始 的 薄 丰 针 问 题 作 了 许多 推 
广 . 蒲 丰 本 人 也 考虑 过 相当 广泛 的 一 类 问题 :“ 如 果 向 空间 投 
掷 的 不 是 象 硬币 一 样 的 圆 物 ,而 是 别 的 形状 的 物体 ,如 西班牙 
方形 手枪 ,一 根 针 ,或 一 根 棍 等 ,就 必需 具有 更 多 的 几何 知识 ， 
尽管 一 般 情形 下 可 以 通过 比较 空间 的 方法 来 解决 ”.( 见 [2]). 
[4],[5],[7] 中 考虑 了 加 长 和 弯曲 的 投 针 ;LU ,LI0] 则 在 更 一 
般 的 几何 图 形 下 讨论 了 相交 之 概率 ;[6],[9] 为 了 改善 逼近 à 
的 统计 量 而 修改 了 网 格 ;文献 L3] 则 部 分 回答 了 道 问题 ;构造 


(D Designing BUFFON'S needle for a given crossing distribution, Amer. 
Math. Monthly, 93(1986) . p. 116—119. 
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BEL AIC ROH HI BERE T 

设 平面 被 一 族 间距 为 1 的 平行 线 构成 的 网 格 所 覆盖 ,向 访 
网 格 随机 地 投掷 一 条 具有 有 限 长 度 LCS) BO B AR. 多 .这 里 , 随 
机 的 意义 是 指 ,多 上 任 一 点 到 网 格 上 与 该 点 最 近 的 直线 的 距 
离 服从 | 0, 玉 | 上 的 均匀 分 布 , 且 多 上 任 一 点 处 的 切线 与 网 
格 上 各 直线 间 的 夹 角 相 互 独立 地 服从 (0,2x) 上 的 均匀 分 布 . 
在 文 [7] 中 证 明 ,多 与 网 格 的 交点 的 个 数 之 期 望 为 25(B)/ 


2. 同心 圆 试验 
反 过 来 考虑 逆 问 题 , 即 设 计 一 试验 ,使 其 交点 数 具 有 给 定 


的 概率 分 布 . 确切 地 说 ,就 是 给 定 满足 条 件 n>0, 210. 1 的 
数列 posts spose ,希望 在 设计 的 试验 中 ,过 针 与 网 格 有 几 个 交 
点 的 概率 恰 为 (之 0). | 

先 考虑 1 一 ps 一 ;一 … 一 0 的 情况 , 即 交点 数 概率 为 1 的 是 
偶数 ,我 们 以 贺 作 为 设计 的 基础 

以 多 表示 一 系列 同心 圆 o 02 04 ,其 中 cw 的 直径 为 


don =] 一 in: 
以 a( o<z< 广 | 表示 同心 加 的 圆心 与 网 格 中 距 该 图 心 最 近 的 


直线 的 距离 ,并 设 * 服从 | 9, 到 | 上 的 匀 均 分 布 .于 是 , 当 且 仅 
当 dou /2« 2 dus /2Wr Z SARAN 个 交点 , 且 其 概率 为 
20s -:/2 一 den/2) = mx .从 而 得 到 下 面 的 
定理 1 给 定 关于 偶数 点 0,2,4,… 的 概率 分 布 , 必 存在 一 
族 同心 图 多, 使 当 多 随机 地 投 落 在 一 族 平行 线 上 时 ,它们 的 
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ELA A t A On s UO oA E 
3， 薄 丰 针 集 试 验 
现在 , 取 掉 关于 零 交点 概率 的 限制 转 而 考虑 一 般 情况 . 设 

给 定 的 概率 分 布 为 

P= (iiio, pao, DP —1, 
并 限制 m1 2/5. & 

zu xi n= 0,1,2, 
Bl 221 — 2/2, BOR c. URBER n tir ARRET TAS 
SEHE I0 E E FH SERIE IRL P M RAE E f nae 
对 n—0,1,2,*, yi L, 表示 覆盖 区 间 [0,zx,] 的 针 ( 事 实 上 ,我 
们 要 求 这 些 针 被 集中 ,并 具有 公共 的 顶点 ). 由 针 集 的 结构 知 ， 
Cassan JIBE e ALE AERE. 将 针 集 随机 地 投向 平面 上 间 
距 为 1 的 网 格 平行 线 ,并 假定 在 这 一 过 程 中 针 集 之 结构 保持 不 
变 . Vt o 是 针 集 的 公共 顶点 ,y 为 从 9 到 9 Z ERN a 最近 的 
平行 线 的 距离 ,0 为 平行 线 与 从 4 所 引 射线 的 夹 角 . 又 设 y 服 
从 [0,1) 上 的 均匀 分 布 ,9 服从 区 间 | 0, 让 } 上 的 均匀 分 布 并 与 


y 独立 . 由 对 称 性 可 知 ,0 € [55s D 3:0 [22 的 情 


况 可 化 为 4E [0,5] 的 情况 

定理 2 ”将 针 集 随机 地 投向 平行 线 族 , 则 二 者 有 ?za 个 交点 
的 概率 为 P 

WEB] 当 zosin9<y 时 ,交点 数 为 零 . 其 概率 为 
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ia — zosinó)dó = p (图 D 
0 


当 msing<y<z -ising 时 ,交点 数 为 zx( 图 1 阴影 部 分 所 示 ). 其 
概率 为 


coe 一 加)sinb dd = ns — 4) = p». 
TJ 0 T 


最 后 , 取 掉 mn 之 1 一 全 的 限制 ,我 们 来 看 一 般 的 情况 . 首 


先 ,利用 一 个 附带 条 件 的 简单 试验 . qo Per m= 1,2, 7. 此 
时 令 rm=1k 


2 一] 一 Sa n zl. 
i=1 


对 每 个 ,以 Ly 表 覆盖 区 间 [0,z,] 的 针 , 故 (z,,z,_1] 仍 被 4 个 
根 覆 盖 . 同上 投 此 针 集 ,以 表示 在 交点 数 不 为 零 之 条 件 下 交 
点 数 为 ”的 条 件 概率 ,zx 之 1. EATE t= q= pai ATER 
验 可 以 产生 任何 给 定 的 概率 分 布 . | 

下 例 给 出 了 另 一 种 应 用 更 为 广泛 的 针 集 结构 . 设 有 三 根 
长 为 ! 的 针 ,0<:<1, 它 们 具有 共同 的 顶点 ,其 中 两 根 垂 直 且 
与 第 三 根 都 成 45" 夹 角 .y 及 8 的 条 件 同 上 ,但 这 里 9 服从 [0， 
7) 上 的 均匀 分 布 . 交点 数 为 0,1,2,3 的 区 域 如 图 2 所 示 . 容易 通 
过 调整 针 集 结构 来 得 到 一 般 的 分 布 . 如 针 与 针 之 间 的 夹 角 可 
以 不 等 , 针 的 长 度 也 可 以 不 同 并 可 大 于 1. 这 种 推广 的 实现 ,就 

14] 
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我 们 能 使 数学 易 懂 吗 ?” 


R. P. Boas® 


为 什么 我 们 数学 家 会 有 不 被 人 理解 而 感到 为 难 的 时 候 ? 
许多 人 对 数学 表示 反感 ,并 把 产生 这 种 反感 的 原因 归咎 于 自 
己 的 老师 ,其 中 有 些 是 正确 的 但 有 些 是 错误 的 [1]. 学 生 们 抱 
怨 说 读 不 懂 自 己 的 教科 书 ,我 当 学 生 时 情形 就 是 如 此 ,或 许 还 
要 早 得 多 . 其 它 学 科 的 专业 人 员 不 情愿 地 去 写 自 己 报 告 中 的 
数学 部 分 , 它 使 他 们 感到 头疼 . 然而 ,直到 担任 了 本 《月 刊 》 
美国 数学 月 刊 (hmerican Mathematical Monthly) 》 一 一 译 者 注 ) 
的 编辑 之 后 ,我 才 真 正体 会 到 ,对 于 一 个 数学 家 来 说 ,所 写 的 
东西 即使 要 让 别 的 数学 家 看 懂 ( 同 专业 的 人 除外 ), 也 是 十 分 
困难 的 .许多 稿件 被 退回 ,不 是 由 于 数学 上 的 缺陷 , 而 是 因为 
普遍 缺乏 易 懂 性 ,而 且 这 类 稿件 数量 之 大 是 令 人 震惊 的 . 我 的 


(D Can we make mathematics intelligible? Amer. Math. Montily,88(1981),727— 
731. 

@ Ralph Philip Boas 是 著名 数学 家 ,1978 一 1981 年 担任 《美国 数学 月 刊 ) 主 
编 . 本 文 从 认识 论 的 角度 就 数学 的 教育 与 研究 一 一 实质 上 是 对 整个 数学 的 发 展 
一 一 发 表 了 他 的 看 法 . 看 完 文章 后 , 你 不 一 定 会 全 部 同意 他 的 观点 ,但 训 无 疑问 
的 是 ,他 所 提出 的 八 个 方面 的 问题 和 意见 是 值得 每 个 关心 数学 教育 和 数学 发 展 
的 人 深思 的 . 一 一 编者 注 
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一 位 前 任 35 年 前 就 有 过 非常 相同 的 体会 [2j. 从 另 一 个 角度 来 
看 ,为 什么 在 数学 的 讲解 和 著述 中 ,我 们 所 采用 的 方式 往往 总 
是 戏剧 性 地 干扰 我 们 明显 想 要 达到 的 目标 呢 ? 我 希望 自己 能 
FWA. 至 少 ,我 能 提出 几 条 原则 ,它们 常常 被 数学 教师 和 数 
学 著作 者 违背 . 这 些 原则 之 所 以 被 违背 ,也 许 是 因为 ,它们 与 
在 我 的 许多 同时 代 人 看 来 是 不 言 而 喻 的 真理 相 矛 盾 ( 这 些 原 
则 也 与 关于 如 何 教 授 数 学 的 美国 数学 会 报告 [3j 没 有 什么 共 
同 之 处 ). 


抽象 定义 (Abstract Definitions) ”假定 你 要 给 一 个 很 小 的 
孩子 讲 “ 猫 ”的 概念 . 你 是 否 要 解释 说 , 猫 是 一 种 比较 小 的 基本 
上 食肉 的 哺乳 动物 ,有 能 缩 进 去 的 爪子 ,并 能 发 出 一 种 独特 的 
叫 声 等 等 呢 ?我 敢 断 定 你 一 定 不 会 这 样 做 . 你 可 能 会 带 这 孩子 
去 观察 许多 不 同 的 猫 ,每 次 都 亲昵 地 称 它们 “小 猎 昧 ”, 直 到 防 
子 有 了 *“ 猫 ”的 概念 为 止 . 推广 开 来 看 ,普遍 性 最 好 是 由 经 验 抽 
象 得 来 . 它们 一 一 这 些 具 体 的 实物 一 一 应 该 在 某 个 时 刻 归 结 
为 一 个 (抽象 的 概念 ); 否则 ,具体 实物 记得 太 多 就 会 使 脑子 负 
BAT. 

有 一 个 检验 法 ,可 以 在 早期 鉴别 出 某 些 人 可 能 是 未 来 的 
专业 数学 工作 者 . 他 们 是 这 样 一 些 学 生 , 能 迅速 领会 以 “ 设 X 
是 一 个 有 序 的 五 元 组 (a,7,1,0, 多 ) ,其 中 …” 作 为 开头 的 句 
子 . 如 果 有 的 人 加 上 一 句 ,“ 先 前 我 从 来 没有 真正 读 懂 它 ”, 则 
他 (她 ) 兴 许 更 有 指望 . 当然 ,并 不 是 说 ,所 有 的 专业 数学 工作 
者 都 是 这 样 ;但 是 ,如 果 你 连 这 样 的 句子 都 不 能 理解 , 那 就 很 
难 成 为 一 个 专业 数学 家 . 

然而 ,除非 你 特别 幸运 ,否则 你 的 大 多 数 听众 将 会 是 这 样 
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一 些 人 :他 们 不 是 专业 数学 家 ,或 者 不 想 成 为 数学 家 ,或 者 永 
远 不 可 能 成 为 专业 数学 家 . 一 开始 ,他 们 就 将 听 不 懂 你 以 一 个 
抽象 的 定义 (更 不 用 说 马上 给 出 一 打 ) 出 发 的 任何 东西 ,因为 
他 们 还 不 清楚 可 以 概括 出 这 一 抽象 定义 的 任何 具体 实物 . 请 
不 要 马上 给 我 递 条 子 ,气愤 地 说 什么 抽象 和 概括 对 于 数学 的 
发 展 是 何等 的 重要 . 我 知道 这 一 点 . 但 我 确信 ,Banach 在 写 下 
Banach 空间 的 公理 时 ,他 的 脑子 里 已 有 许多 特殊 的 空间 作为 
模型 . 此 外 ,我 在 这 里 仅仅 是 讨论 数学 的 交流 ,而 不 是 在 谈 它 
的 创造 . 

举 个 例子 来 说 ,如 果 你 要 给 一 个 中 等 程度 的 班级 讲解 如 
何 求 一 点 到 一 个 平面 的 距离 , 那 末 你 应 该 首先 去 求 , 比 如 说 ， 
从 点 (2, 一 3,1) 到 平面 z 一 2y 一 4z 十 7 二 0 的 距离 . 因为 这 样 一 
来 ,一 般 的 做 法 就 几乎 是 很 显然 的 了 . 教科 书 通常 都 是 这 样 写 
的 . 有 一 条 很 好 的 一 般 原则 :如 果 你 的 介绍 已 经 具体 到 你 认为 
应 该 做 到 的 2 倍 , 那 么 实际 上 ,你 最 多 只 是 到 达 了 它 理应 做 到 
的 一 半 ( 着 重点 为 译 者 所 加 ). | 

要 记 住 的 是 ,你 是 年 复 一 年 地 在 与 数学 家 打交道 .因此 ， 
你 可 能 不 仅仅 是 象 数学 家 那样 思考 ,而 且 认 为 每 一 个 人 也 都 
是 象 数学 家 那样 思考 . 但 是 ,任何 一 个 不 是 数学 家 的 人 都 会 告 
诉 你 情况 不 是 这 样 . 


类 似 ( 或 类 比 )(Analogy) ”在 解释 一 个 新 概念 时 ,如 果 你 
说 它 类 似 于 大 家 熟悉 的 另 一 个 概念 , 则 听众 就 能 比较 好 地 理 
解 .但 有 时 这 种 做 法 也 会 落空 ,这 与 听众 对 那个 被 类 似 的 概念 
的 理解 程度 有 关 . 积分 是 和 的 极限 ;因此 我 们 会 认为 ,由 于 和 
比较 简单 (没有 极限 过 程 !) ,根据 相似 性 ,学 生 们 就 会 推断 ,和 

146 


具有 什么 性 质 , 积 分 也 将 具有 什么 性 质 . 难道 他 们 不 会 这 样 做 
吗 ?但 实际 情况 看 来 并 不 如 此 . 对 许多 人 来 说 ,积分 比 和 容易 ， 
这 里 也 许 有 着 某 些 深刻 的 原因 [4j. 


词汇 (Vocabulary) ” 决 不 要 豪 无 必要 地 引进 专业 术语 
[5]. 如 果 你 要 谈 到 可 数 多 个 开 集 的 交 , 且 只 提 一 次 ! 则 没有 必 
要 去 定义 ;和 Gs 这 类 概念 . 

有 人 曾 要 我 相信 ,如 果 没 有 现代 线性 代数 的 专门 术语 , 则 
任何 人 都 不 能 真正 理解 线性 方程 组 . 如 果 你 相信 这 一 点 , 那 你 
想必 是 忘记 了 ,在 线性 代数 的 现代 术语 创造 出 来 之 前 许多 年 ， 
人 们 就 已 经 很 好 地 理解 了 线性 方程 组 . 专业 术语 能 使 叙述 简 
洁 , 但 简洁 并 不 是 清晰 表述 的 全 部 含意 . 当然 ,利用 现代 专业 
术语 还 能 使 我 们 所 讲述 的 内 容 超 过 用 过 时 的 形式 所 表达 的 内 
F 但 是 ,如 果 这 样 做 的 话 , 那 末 在 一 门 课 开始 的 时 候 , 学 生 的 
主要 精力 将 不 得 不 用 于 去 记 住 词汇 ,而 这 本 来 可 以 用 来 更 有 
效 地 学 习 数学 . 付出 较 多 的 注意 力 于 词汇 而 不 是 内 容 本 身 , 将 
会 使 内 容 失 色 . 这 就 是 为 什么 会 使 得 一 些 学 生 认 为 :Riemann 
积分 与 Lebesgue 积分 之 间 的 实质 性 差别 在 于 ,一 种 是 分 割 > 
轴 而 另 一 种 是 分 割 y 轴 的 原因 所 在 . 

如 果 你 认为 你 能 创造 出 比 现 时 流行 的 要 好 得 多 的 词汇 ， 
苟 无 疑问 ,你 是 对 的 . 但 遗憾 的 是 ,除了 你 自己 的 学 生 以 外 ,你 
不 可 能 赢得 许多 人 去 使 用 你 创造 的 词汇 ;更 为 冷酷 的 事实 是 ， 
在 读 其 他 任何 人 的 著作 时 ,你 的 学 生 将 会 感到 很 困难 . 每 个 世 
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纪 , 只 要 有 一 个 Bourbaki@ 就 会 生产 出 足够 整个 数学 社会 所 能 
吸收 的 所 有 新 名 词 . 

任何 时 候 ,如 果 你 不 得 不 创造 一 些 新 名 词 , 那 你 至 少 要 不 
怕 麻 烦 地 去 弄 清楚 它们 没有 已 经 被 用 于 去 表示 别 的 不 同 的 意 
B. “分布 ”一 词 现在 在 概率 论 和 泛 函 分 析 中 被 赋予 不 同 的 意 
义 , 这 无 助 于 交流 . 另 一 方面 ,如 果 你 要 用 到 一 些 旧 的 现时 已 
不 流行 的 词汇 , 那 末 最 好 是 解释 清楚 它们 的 含意 . 我 的 一 位 朋 
友 曾 被 一 个 阅历 不 深 的 审 稿 人 指责 为 “创造 "稀奇 古怪 的 名 
词 , 其 实 那 是 Kepler 创造 的 . 

特别 危险 的 是 ,你 假设 听众 已 经 理解 了 你 的 词汇 ,或 者 设 
想 这 些 词汇 对 于 你 和 对 于 其 他 人 所 表达 的 意思 是 完全 一 样 
的 . 我 认识 某 个 人 ,他 认为 只 要 是 高 中 毕业 的 人 就 知道 有 关 
Fourier 变换 的 所 有 内 容 ,但 实际 情形 并 不 如 此 ,相反 的 证 据 
BE. 另外 -一些 人 以 为 每 一 个 人 都 明白 他 们 所 说 的 Abel 定理 
的 内 容 , 因 而 从 不 说 明 他 们 引用 的 究竟 是 Abel 许多 定理 中 的 
WA. 

更 为 严重 的 一 个 问题 来 自 于 我 称 之 为 是 台 老 性 (geratolo- 
gisms) 的 现象 (如 果 这 没有 违背 我 的 原则 的 话 ), 即 :有 些 在 通 
常 的 讲话 和 文章 中 即使 没有 被 实际 废弃 的 词汇 和 用 语 ,也 正 
逐渐 不 常 使 用 而 变 得 过 时 了 . 现代 文章 的 风格 比 19 世 纪 的 更 
简洁 和 更 直接 ,但 数学 教科 书 要 除外 . 就 在 写 这 篇 文章 时 ,我 
还 从 一 本 微 积分 书 上 受到 “ 教 益 ” 这 本 书 以 这 样 一 个 问题 开 


(D Bourbaki 是 一 个 数学 学 派 , 认 为 整个 数学 应 统一 地 建立 在 一 套 完备 的 基 
础 上 . 有 关 介 绍 可 参看 《数学 译 林 》: 3(1980),65 一 70;3(1984),274 一 281;5 
(1986) ,234—237 ;5(1986) ,341 一 346. 一 一 译 者 注 
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台 :“ 梁 的 强度 的 改变 正比 于 …”(The strength of a beam varies 
directly as +++). 我 不 知道 变化 (variation) 这 一 行 话 在 高 级 中 学 
中 是 否 还 在 使 用 ,但 我 从 来 没有 听 说 过 这 样 的 事 : 在 一 个 45 人 
的 班 中 ,只 有 一 个 学 生 ( 而 且 还 是 一 个 外 国人 ) 知 道 一 点 儿 这 
段 话 的 意思 . 如 果 你 要 责备 学 生 , 那 就 责备 高 级 中 学 吧 ; 至 于 
我 , 却 要 责备 这 本 教科 书 的 作者 ,因为 他 并 没有 意识 到 现时 学 
生 所 用 的 语言 已 不 同 了 . 另 一 本 流行 的 微 积 分 书 上 说 ,“ 以 百 
万 分 率 表示 的 微粒 的 浓度 ,理论 上 按 平方 反比 率 减少 (Partic- 
ulate matter concentrations in parts per million theoretically 
decrease by an inverse square law)”. 你 要 用 这 种 说 法 在 《每 周 
”新 闻 》, 甚 至 在 (纽约 人 》 上 写 文章 是 一 定 通 不 过 的 ,但 在 教科 
书 中 却 …. 

教科 书 的 作者 (讲课 人 也 一 样 ) 应 该 始终 记 住 的 是 ,要 设 
想 自己 是 在 给 学 生 , 而 不 是 在 给 教师 演讲 . 什么 是 一 个 通 数 ? 
教科 书 希望 你 说 类 似 于 这 样 的 话 :“ 它 是 一 个 规则 ,把 每 一 个 
实数 与 一 个 唯一 指定 的 实数 相 联 系 . "这 段 话 确实 定义 了 天 
数 ,但 所 用 的 方式 却 使 学 生 难 以 理解 . Poincare[6] 在 1909 年 就 
已 指出 问题 的 要 害 ;“ 只 有 学 生 能 理解 的 定义 才 是 令 人 满意 
的 ”, 但 看 来 数学 教师 们 并 没有 十 分 注意 这 一 点 . 


符号 (Symbolism) 是 一 类 特殊 的 专业 术语 . 没有 它 , 数 学 
就 不 可 能 进步 . 数学 上 的 大 量 进展 依赖 于 创造 合适 的 符号 体 
系 . 但 是 , 千 万 不 要 让 我 们 变 得 如 此 着 迷 于 符号 以 致 忘记 了 它 
们 所 代表 的 东西 . 我 们 的 听众 (不 管 他 们 是 在 听讲 还 是 在 阅 
读 ) 对 符号 的 熟悉 程度 比 我 们 差 . 举 一 个 简单 例子 . 说 “ 设 了 属 
于 2” 而 不 是 说 “ 设 了 是 一 个 可 测 函 数 而 且 平方 可 积 ", 这 并 

l 149 


不 是 一 个 好 的 做 法 ,除非 你 已 确信 听众 熟悉 这 一 符号 . 而 且 ， 
如 果 你 实际 上 并 不 打算 将 集合 亚 作为 一 个 Hilbert 空间 来 使 
用 ,而 仅仅 用 到 它 的 元 素 , 即 函 数 所 具有 的 性 质 , 那 末 空间 的 
结构 与 这 些 性 质 毫 不 相干 . 因此 ,说 得 委婉 些 , 提 到 它 无 非 是 
有 一 点 炫 六 的 意思 ,但 它 确 是 一 种 炫 潜 . 如 果 听众 不 知道 这 一 
符号 ,他 们 就 会 感到 神秘 ;但 如 果 听众 熟悉 这 一 符号 ,他 们 就 
会 奇怪 你 何 时 才 谈 及 主题 

我 的 那些 关于 新 专业 术语 的 意见 对 于 新 的 符号 体系 更 为 
适用 . 切 鼠 不 必要 地 去 创造 新 的 符号 体系 或 去 改变 旧 的 一 套 ; 
但 要 允许 (如 果 有 必要 的 话 ) 用 法 变化 ,同时 要 解释 新 旧 用 法 
的 同 义 性 如 果 在 你 的 文章 中 ,@(z) 在 其 它 地 方 还 表示 PO) 
或 PCz) 十 元 或 Fo) , 则 必须 这 样 做 . 记号 的 不 负责 任 的 改动 
已 经 造成 了 足够 多 的 麻烦 . 我 不 知道 是 谁 在 球 坐标 系 中 首先 
使 用 9 去 表示 方位 角 而 不 是 表示 余 纬 角 的 ,以 往 几 乎 普遍 如 
此 ,现在 在 物理 学 和 高 等 数学 中 仍 在 使 用 . 表面 看 来 ,这 是 一 
种 合理 的 规定 ,因为 它 使 得 这 里 的 9 与 平面 极 坐标 系 中 的 相 
同 ,但 由 于 两 者 中 的 r 完全 不 一 样 ,所 以 好 处 并 不 大 . SHIRE 
的 却 是 ,在 学 完了 初等 微 积分 之 后 ,学 生还 得 再 学 一 遍 所 有 的 
这 些 公式 . 这 种 复杂 性 虽然 迷惑 不 了 一 些 坚定 的 纯粹 数学 家 
(他 们 能 一 眼看 出 Newton 第 二 运动 定律 能 表 成 = (d/do 
(RD) ,但 确实 迷惑 住 了 许多 学 生 , 而 且 还 激 乱 了 物理 学 家 . 


WER (Proofs) ”只 有 专业 数学 家 才 从 证 明 中 学 习 一 切 .其 

他 人 都 从 阐述 中 学 习 . 但 我 不 信 , 即 使 是 数学 家 ,在 他 们 不 熟 

悉 的 领域 里 也 是 从 证 明 中 学 到 许多 东西 的 . 大 多 数 工作 能 够 
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由 论述 来 完成 ,这 些 论述 还 称 不 上 是 规范 的 证 明 . 我 听 说 有 一 
位 数学 教授 (我 不 愿意 说 他 是 “教师 ”) 花 了 整整 一 学 期 时 间 ， 
在 非常 一 般 性 的 假定 条 件 下 ,给 学 生 证 明 Cauchy 积分 定理 . 
其 实 , 讲 一 些 特殊 情形 并 举 一 些 例子 能 使 人 更 相信 结论 是 正 
确 的 ,这 样 还 可 留 出 时 间 去 接触 更 多 类 型 的 及 更 有 意思 的 材 
料 . 此 外 ,还 能 让 听众 有 较 好 的 准备 去 理解 应用、 推广 以 至 讲 
授 Cauchy 定理 . 

不 记得 是 谁 第 一 个 这 样 说 过 :什么 是 一 件 毛 衣 呢 ? 它 就 是 
当 和 爸爸 (或 妈妈 ) 感 到 冷 的 时 候 , 他 (或 她 ) 的 孩子 所 要 穿 上 的 ，; 
而 一 个 证 明 就 是 当 老师 感到 一 条 定理 模 模糊 糊 不 大 可 靠 时 ， 
学 生 们 所 必须 听 的 . 有 人 曾经 说 过 [7]:“ 有 些 最 重要 的 结果 … 
刚 一 看 到 会 使 人 如 此 惊奇 ,以 致 除 了 证 明之 外 ,没有 任何 东西 
能 使 它们 被 人 相信 . ”但 这 类 事情 远 比 你 想像 的 要 少 得 多 . 

有 经 验 的 父母 都 知道 , 当 和 孩子 问 “ 为 什么 ?” 时 ,他 并 不 一 
定 是 希望 听 到 解释 ,或许 只 是 想 和 你 多 聊 聊 . 同样 的 原则 也 适 
用 于 学 生 对 证 明 的 询问 . 


严格 性 (Rigor) 这 是 一 个 经 常 与 普遍 性 或 完全 性 相 混 
清 的 概念 . 我 认为 (不 管 评论 家 们 会 说 些 什么 ) ,在 讲述 一 条 定 
理 的 特殊 情形 ,而 不 是 讲述 你 所 知道 的 最 一 般 的 情形 时 ,或 者 
在 讲述 一 个 简单 的 充分 条 件 而 不 是 最 复杂 的 一 个 充分 条 件 
时 ,没有 什么 东西 是 不 严格 的 . 例如 ,在 讲述 Fourier 级 数 的 
Dirichlet 判别 法 时 ,我 喜欢 讲 函 数 “ 逐 段 单调 且 有 界 ”, 它 比 
“有 界 变 差 ”的 条 件 容易 被 学 生理 解 ;而 且 事 实 上 ,在 (后 来 要 
学 的 ) 许 多 定理 中 同样 有 效 . 

强制 对 方 听 你 叙述 你 所 知道 的 一 切 ,是 妨碍 有 效 交流 的 
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最 坏 的 敌人 之 一 . 如 果 我 们 ,比如 说 ,能 使 自己 承认 ,虽然 物理 
系 的 学 生 需 要 某 些 Fourier 分 析 的 知识 用 于 量子 力学 ,但 这 并 
不 需要 花费 整整 一 个 学 期 一 两 个 星期 就 差不多 的 话 , 我 们 
和 物理 系 的 关系 就 会 融洽 得 多 . 

对 方 需要 多 少 就 讲 多 少 ,过 份 详尽 是 和 卖弄 学 问 紧密 相 
连 的 . 用 我 的 话 来 说 ,这 是 “过 份 地 强调 意义 不 大 的 细节 ”. 

这 里 可 以 举 个 例子 . 假定 学 生 在 求 一 个 可 微 函 数 f 的 极 
小 值 ,他 们 求 得 驻 点 是 = 20 z*= 5, 除 此 之 外 没有 别 的 驻 点 . 
再 假定 他 们 不 想 用 (或 者 被 告知 不 要 用 ) 二 阶 导数 判别 法 . 有 
些 教 科 书 会 告诉 他 们 ,对 于 所 有 很 小 的 4 去 检查 f(2 十 h) 和 
f(2 一 有 .而 学 生 自 然 喜 欢 去 检查 f(3) 和 f(D). 卖弄 学 问 的 教 
师 就 会 说 “不 行 ”, 而 诚实 的 教师 就 会 允许 用 不 越过 另 一 个 驻 
点 的 任意 一 点 来 检查 . 


热情 (Enthusiasm) ”教师 们 经 常 被 鼓励 去 表现 对 自己 学 
科 不 适当 的 热情 . 你 可 曾 听 过 一 个 真正 热情 的 专门 家 滔滔 不 
绝地 演讲 一 些 你 不 知道 而 且 也 根本 不 想 知 道 一 丁点 儿 有 关 信 
息 的 事情 吗 ? 比 如 说 ,12 世 纪 时 波 尔 达 维 亚 (Poldavia) 的 青铜 
货币 ,或 者 “关于 ”附属 字 De 的 学 说 *L8j? 好 吧 , 那 就 …. 


技巧 (Skills) 许多 数学 家 为 养家 糊口 而 讲授 的 大 部 分 
数学 ,是 由 诸如 初等 代数 、 微 积分 或 数值 计算 等 这 样 一 些 学 科 
组 成 的 一 一 简 言 之 , 即 技巧 . 判断 一 个 学 生 是 否 已 经 掌握 了 一 
种 技巧 ,或 者 如 我 们 所 喜欢 说 得 那样 ,是 否 “真正 ”学 会 了 一 门 
学 科 , 并 不 总 是 一 件 容 易 的 事情 . 其 中 的 困难 非常 类 似 于 去 判 
断 类 人 猿 能 否 按 一 种 在 语言 学 中 有 兴趣 的 方式 使 用 语言 那 
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样 ;或 者 去 判断 当 它 们 按 开关 和 挥手 时 是 否 已 变 得 很 有 心智 
那样 . 数学 技巧 和 任何 一 种 别 的 技巧 都 是 相同 的 . 如 果 你 学 弹 
钢琴 ,一 般 总 是 在 别人 指导 下 以 实践 开始 , 绝 不 会 以 声音 振动 
及 钢琴 内 部 结构 的 理论 课 开 始 . 数学 技巧 的 学 习 也 是 如 此 . 我 
们 经 常 读 到 或 听 到 人 们 在 比较 讲课 和 讨论 的 优点 ,仿佛 它们 
是 指导 学 生 仅 有 的 两 种 方式 . 其 实 ,学 生 在 有 人 指导 下 自己 实 
践 是 另 一 种 十 分 有 效 的 方式 . 遗憾 的 是 ,这 既 不 符合 传统 , 付 
出 的 代价 又 太 高 . 

在 相当 大 的 程度 上 ,甚至 数学 研究 也 是 一 种 可 以 教授 的 
技巧 . G. H. Hardy 的 一 个 学 生 有 一 次 向 我 描述 这 是 如 何 实 现 
的 . 如 果 你 是 Hardy 的 学 生 , 他 会 给 你 提出 一 个 问题 ,他 相信 
你 能 解 出 这 个 问题 . 一 旦 解 出 来 了 ,他 便 要 你 在 某 种 较 特 殊 的 
情形 中 推广 这 个 结果 . 如 果 你 又 做 到 了 ,他 就 会 提出 另 一 种 推 
广 . 这 样 一 直 做 下 去 . 在 一 定数 量 的 重复 之 后 , 你 就 会 自己 发 
现 ( 并 解决 ) 问 题 . 这 样 做 的 结果 ,虽然 你 不 一 定 会 学 成 第 二 个 
Gauss, 但 你 必定 能 学 会 做 有 益 的 工作 . 


HAR (Lectures) 这 对 于 激发 热情 是 重要 的 . 作为 一 种 教 
育 手 段 , 当 印刷 术 发 明之 后 , 它 理 应 被 逐渐 废弃 . 当 静 电 复 印 
机 问世 后 ,我 们 又 有 了 第 二 次 机 会 ,但 看 来 也 已 经 错过 了 . 如 
果 你 必须 讲课 , 则 至 少 要 能 分 发 你 准备 讲 的 (或 希望 你 讲 的 ) 
材料 . 我 认识 一 些 数学 家 ,他 们 坚决 主张 ,只 有 通过 讲课 才能 
表达 他 们 对 自己 学 科 的 个 人 看 法 . 在 高 层次 上 , 即 对 于 那些 准 
备 成 为 专门 家 的 学 生 说 来 ,这 或 许 是 对 的 . 但 是 ,我 怀疑 这 些 
数学 家 的 个 人 看 法 是 否 真 正 值得 去 学 习 , 而 且 即 便 值 得 学 习 
的 话 , 难 道 就 不 能 通过 别 的 途径 (比如 ,在 娜 啡 馆 里 喝 咖 啡 ?证 
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学 生 更 好 地 了 解 吗 ? 

一 个 伟大 的 秘密 是 ,人 怎么 能 从 一 堆 难以 理解 的 胡说 中 
抽象 出 有 用 的 信息 ?事实 上 ,我 们 不 但 能 而 且 正 是 这 样 做 的 . 
例如 , 读 读 Morris Klein 的 著作 [L10] 中 关于 微 积分 教学 历史 的 
章节 就 可 以 知道 了 . 我 们 拥有 的 这 种 才能 也 许 能 解释 讲课 的 
大 众 性 . 一 次 难以 理解 的 演讲 是 不 行 的 ,整个 课程 或 许 还 会 有 
点 效果 ,但 一 本 难以 读 4 全 的 书 是 永远 不 可 能 取得 效果 的 . 我 仍 
然 坚 持 ， 一 本 容易 读 懂 的 书 要 更 好些 . 


结论 ”对 于 那些 刚 当 教 师 的 人 ,我 常常 建议 他 们 :“ 想 想 
你 老师 所 做 的 那些 你 特别 不 喜欢 的 事情 一 一 并 且 自 己 不 要 去 
做 . ”迄今 为 止 ,这 看 来 仍 是 一 条 好 的 建议 ,但 还 远 远 不 够 . 对 
于 本 文 标题 中 的 问题 ,我 的 一 点 不 成 熟 的 看 法 是 :“ 能 ,但 不 能 
由 自我 完善 的 办 法 来 做 到 . ”除非 而 且 直 到 你 了 解 了 自己 的 听 
众 之 后 ,才能 指望 有 效 地 交流 (不 管 是 在 课堂 上 还 是 在 写作 
TO. 这 不 是 一 门 容易 学 会 的 课程 . 


$ E X B 


[1] See, for example, Sydney. J. Harris, Column for February 9, 1980, 
Chicago Sun-Times and elsewhere. 
[2] L.R. Ford,Retrospect , Amer. Math. Monthly ,53(1946) , 582—585. 
[3] College Mathematics; Suggestions on How to Teach it, Mathematical As- 
sociation of America , 1972. 
[4]  D.R.Stoutemyer, Symbolic computation comes of age, SIAM News, 
12,no. 6 (December 1979)1,2,9. ` 
[5] The same point has been made by P. R. Halmos in How to Write Math- 
ematics , L'Enseignement mathe’matique , (2)16 (1970) ,123— 152. 
154 


[6] H. Poincaré,Science et méthode, 1909 Book I ,Chapter 2. 

[7]  H.and B.S . Jeffreys, Methods of Mathematical Physics, 2nd ed. , 
Cambridge University Press 1950, p. v. 

[8] Robert Browning, ^A Grammarian’s Funeral, "in The Complete Poetic 
and Dramatic Works of Robert Browning, Houghton Mifflin, Boston 
and New York,1895,pp. 279 — 280. 

[9] For example . E. S. Savage-Rumbaugh, D. M. Rumbaugh, and S. Boy- 
sen, Do apes use language? Amer. Scientist, 68(1980) , 49— 61. 

[10] Morris Kline, Mathematics; The Loss of Certainty , Oxford University 
Press, New York, 1980. 


CREWE, DEALER 


155 


第 二 十 九 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 试题 


编者 按 国际 数学 奥林匹克 (International 
Mathematical Olympiad， 简 称 IMO) 是 世界 性 的 高 中 
学 生 数 学 竞赛 0. 自 1959 年 在 罗马 尼 亚 举行 第 一 届 
竞赛 以 来 , 除 1980 年 没有 举行 外 ,每 年 一 次 . 我 国 和 
IMO 的 联系 是 从 1985 年 开始 的 ,1986 年 起 正式 派 代 
表 参 加 ,在 三 届 竞 赛 中 都 取得 了 好 成 绩 . 

我 们 请 参加 第 29 届 IMO 的 我 国 代表 ,北京 大 学 
数学 系 88 级 学 生 何 宏 宇 (金牌 获得 者 ,得 满分 42 分 ) 
和 王 健 梅 ( 女 ,银牌 获得 者 ) 把 他 们 参赛 时 的 解答 基 
本 上 按 原样 写 出 来 , 供 大 家 分 析 , 学 习 , 还 请 他 们 写 
了 一 篇 文章 谈 谈 比赛 的 情况 和 感想 . 同时 ,请 徐 明 曜 
等 同志 做 了 一 份 较 详 细 的 赛 题 分 析 与 解答 . 为 了 为 

竞赛 做 一 点 有 益 的 事 ,本 从 书 以 后 将 每 年 都 这 样 做 . 


1. 考虑 平面 上 半径 为 尺 和 >”(CR>”) 的 两 个 同心 圆 . 设 P 
是 小 圆 圆周 上 的 一 个 固定 的 点 ,8 是 大 圆 圆 周 上 的 动 点 . 直线 
BP 交大 圆周 于 男 一 点 C. 过 P 与 BP 垂直 的 直线 (与 小 圆周 交 
于 另 一 点 4( 如 果 ! 与 小 圆 相 切 于 P, R 4=P). 


中 ”关于 IMO 的 简单 介绍 ,可 参看 (数学 译 林 》1988 年 第 ? 卷 第 2 期 上 的 文章 
“国际 数学 奥林匹克 的 历史 ” 
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(1) K BC! - CA -- AP S SEE] ES s 
(2) 求 线段 AB "b ALA. 
. 2.10 为 一 正 整数 且 4 ,4:，…，,4z+1 是 某 个 集合 B 的 子 


(a) 每 一 个 A 恰 含 有 2z 个 元 素 ; 

(b) 每 一 个 Al1A; Os j«2n-- DIS SS —To5E; 

(O0 B 中 每 一 个 元 素 至 少 属于 两 个 子 集 A. 
问 : 对 怎样 的 值 *, 可 以 对 下 中 的 每 一 元 素 贴 一 张 写 有 0 或 1 
的 标签 ,使 得 每 个 A 中 恰 含 有 个 贴 上 了 写 有 0 的 标签 的 元 
素 ? 

3. N 为 正 整 数 集 . EN 上 定义 函数 了 如下:f(1)==1， 
f(3) 二 3, 且 对 nEN 有 


f(4n + 1) = 2f(2n + 1) — fi), (2) 
fn + 3) = 3f(n + 1) — 2fG0). (3) 


问 : 有 多少 个 EN H nx 19888818 f G0 =n? 
4. 证 明 ; 满足 不 等 式 


DD 
的 实数 z 的 集合 是 互 不 相交 的 区 间 的 并 集 , 并 且 这 些 区 间 长 
度 的 总 和 等 于 1988. 

5. 在 直角 三 角形 ABC 中 ,4D 是 斜 边 BC 上 的 高 . 连接 三 
角形 ABD 的 内 心 与 三 角形 ACD 的 内 心 的 直线 分 别 与 边 AB 及 
iH AC 相交 于 下 及 工 两 点 .三 角形 ABC 与 AKL 的 面积 分 别 记 
ASAT. 

RE: Ser. 
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6. 正 整 数 。 与 5 使 得 ab MEER aH. 
求证 ， 所 是 某 个 正 整数 的 平方 . 


第 二 十 九 届 国际 数学 奥林匹克 
竞赛 试题 解答 
RAR F 


LID SRE] 设 二 同心 圆 的 圆心 为 0,OP 延长 线 与 
大 圆 的 交点 为 B. 设想 动 点 B 由 出 发 在 大 圆周 上 沿 反 时 针 
方向 旋转 . 图 1 到 图 4 画 出 了 当 B 在 上 半圆 周 运 动 到 各 种 不 同 
位 置 时 的 图 形 . 其 中 图 1 表 B— E 的 情形 ,这 时 4 一 P; 图 3 是 BP 
与 OP 垂直 时 的 情形 ;图 2 和 图 4 是 一 般 情形 . 当 B 运动 到 下 半 


图 1 (A=P) | 
圆周 时 ,虽然 图 中 并 未 画 出 ,但 由 于 点 和 点 C 的 地 位 是 对 
称 的 ,我 们 可 在 上 述 诸 图 中 对 调 B,C 两 点 的 位 置 以 得 到 相应 
的 图 形 . 在 拆 有 这 些 图 中 ,我们 以 2 表 OP 的 中 点 ,M 和 用 :分 
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点 . 
1) 4 I—BC! -- CA + AB’ RR 1 RERE. 我 们 逐 


一 分 析 图 1 到 图 4 的 情形 . 

在 图 1 的 情形 , 因 B,P,O 共 线 ,4 王 P, 有 

BC? = 4R, AB = (R— 7r), AC? = (Rr)’. 
于 是 

7 一 482 十 (有 一 ?7)2 十 (BR 十 7)2 一 682 十 272. 
在 图 3 的 情形 , 因 BP 与 OP 垂直 ,4,0， PASSOEH. BP 5 
小 圆 相 切 . 这 时 有 
AB? = CA? = BP? 十 4r?, BC? = 4BP2， BP? = R? — r. 
于 是 
| I = 6BP? + 8r? = 6R? 十 272. 

在 图 2 或 图 4 的 一 般 情形 ( 见 图 4) i D OM. BC 与 小 圆周 的 
另 一 交点 . 因 BP 与 AP 垂直 ,4,0,D 共 线 , 即 AD 为 小 圆 的 直 
径 .又 ,此 时 明显 有 BD=CP. 令 PD=a, BD=CP=b, RIA 

AB? = BP? + AP? = (a + b)? + AD! — PD? 
二 47? + 2ab + b, 
AC? = AP? + PC? = AD? — PD? + PC? 
一 472 一 a2 + b, 
BC? =(a + 2b)? = a? + 4ab + 4b?, 
于 是 
I = 8r? + bab + 6b? = 8r? + 6b(a + b). 
Ye BH 与 小 圆 相 切 , 设 切 点 为 H. .有 BH’ = BD+BP=b(a+b). 
又 ,显然 有 BH = Rr? FE Ry blatb). 代入 上 式 得 
I = 8r? + 6(R? — r?) = 6R 十 272. 

因此 ,对 于 所 有 的 情形 都 有 7= 6R + 27’, B] 7 所 取信 的 
}. 

”为 求 48 中 点 的 轨迹 ,首先 我 们 注意 到 当 B 在 大 
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圆周 上 变动 时 ,M 与 OP 中 点 G 的 距离 MG 是 个 常量 , 它 等 于 
LR 为 证 明 这 点 ,我 们 只 考虑 图 4 中 的 一 般 情形 ,其 它 简 单 的 
情形 留 给 读者 . 

在 图 4 中 连结 MO 和 MO. 因 M0, Mi 分 别 为 AB, AD, AC 
的 中 点 ,有 MO/ BC, M,O // BC, ili M,0, Mi 共 线 . 于 是 
Z AOM, = Z ADC. [RAP | BC, Æ AP | M10, 于 是 人 40M'i = 
ZPOM,. 由 此 得 人 POM'1= 人 ADC, 又 得 4D8== / MOG. 考虑 


AMOG Fil ABDO. 由 06 — OP = 0D,0M = BD, Z ADB= 


L MOG 得 人 M06G~ 人 BD0, 且 相似 比 为 方 . 这 就 得 到 了 MO 一 


1 1 
—OB=—R. 
OB 2 


2 

至 此 我 们 已 经 可 以 看 出 ,48 中 点 M 的 轨迹 应 为 以 6 为 
BID eR 为 半径 的 一 个 圆 .事实 上 ,刚才 已 经 证 明 ,48 中 点 
M 一 定 在 这 个 圆 上 ; 另 一 方面 , 当 B 从 万 点 出 发 沿 大 圆周 转 
一 圈 时 ,BPE 由 0" 连 续 变 到 360°, 同 时 M00 也 由 0" 连 续 变 
到 360", 因 此 M 措 出 整个 圆周 (更 详细 的 证 明 留 给 读者 ). 


( 杨 晚 兰 解答 ) 


2. [分 析 与 解答 ] 


答案 为 ， d HK n 为 偶数 时 上 述 要 求 可 以 满足 . 
为 解 此 题 , 先 把 它 转化 为 一 个 图 论 问题 . 
V V= {A,A ,4z+1} 为 顶点 集合 作 一 个 22 十 1 个 点 的 
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完全 图 26, 它 的 边 集 会 是 
E = {{A,Aj}|1<St<j<an+ 1), 
OX E| = Ci. = n(2n+1). 

我 们 如 下 建立 集合 到 B 内 的 一 个 映射 wp: 因为 由 条 件 
(b) ,对 于 任意 的 AA ih ANA, EIR RINO 
个 元 素 为 好 ,并 规定 

PUAA) — bj, ls«icjs2n-cl, 


Al 5 图 6 
这 就 确定 了 到 8 的 一 个 映射 o. 下 面 来 证 明 p 是 一 一 映射 . 
首先 ,由 条 件 (c) ,gp 为 满 射 ,并 且 对 任意 的 d 1e is 2n 1,3 
A; {by t je 2n +1, j x di). (1) 
再 据 条 件 (a) ,4 2n TER, 因此 对 任意 的 ; 有 


D 一 个 非 空 有 限 集合 VY 和 Vv 的 全 体 二 元 子 集 的 集合 V2 的 一 个 子 集 E 合 

-起 叫做 一 个 图 C, 记 作 C= (VE) 0 叫做 图 G 的 顶点 集合 ,B 叫做 图 G 的 边 
集合 . Fl V— (1,2,3,4) ,B=={{1,2),{1,3},{2,4)), 则 图 G=(V,B) 可 用 图 5 
所 示 来 表示 : 任 取 四 个 点 代表 G 的 四 个 顶点 1,2,3,4. 对 每 条 边 , 即 了 了 的 一 个 二 元 
子 集 , 它 属于 5, 则 用 一 条 线 连结 该 二 元 子 集 中 的 两 个 顶点 ,代表 这 条 边 . 见 图 5. 

称 图 G==(y,E) 为 完全 图 ,如 果 E= M y 的 任意 二 点 之 间 都 有 一 条 边 相 
X. 四 点 完全 图 的 图 示 见 图 6. 
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b Æ ba, RB VAR. (2) 
至 此 容易 证 明 o CEB OF E HEAR EH Ai, A fi 
(A AO BENE p 2 PHAR BDA bu YA 
(bj) = AC A; AL A 
因为 {4;,4)} 和 {4,,44} 是 二 不 同 的 边 , 故 在 i,j,s,t 中 至 少 有 三 
个 两 两 都 不 相同 ,譬如 设 i,j,s 两 两 不 同 ,这 将 推出 
Ai Q A; = ALIA, 

由 此 得 bw 二 bs， 与 (2) 矛 盾 . 

这 样 , 映 射 gp 建立 了 集合 了 和 图 G 的 边 集合 之 间 的 一 
一 对 应 ,由 (1) 可 得 这 个 对 应 还 满足 下 述 性 质 :集合 A 的 全 部 
2n 个 元 素 恰 对 应 于 图 G 中 以 4 为 一 个 端点 的 2n 条 边 . 

至 此 ,题目 的 要 求 就 转化 为 给 图 6 的 每 条 边 贴 一 个 0 或 1 
的 标签 ,使 得 从 图 中 任 一 点 A 出 发 的 22 条 边 中 恰 有 条 边 贴 
有 0 的 标签 . 问 这 是 否 可 能 ?这 就 变 成 了 一 个 图 论 的 问题 . 

因为 图 G 有 nC2n 十 1) 条 边 , 如 果 上 述 贴 标签 的 要 求 能 够 
实现 ,显然 边 数 必 为 偶数 ,于 是 推出 必 为 偶数 ,必要 性 得 证 . 

反 过 来 ,如 果 n= 2m 是 偶数 ,我 们 把 图 6 中 的 边 {4， 
Aia) 1i 2n-- 1, FE ( 士 1, 士 2,…，, 士 m), 全 标 上 0, 其 余 的 
边 标 上 1, 则 得 一 题目 要 求 的 贴标签 方法 (注意 ,上 式 中 的 加 法 
模 22 十 1 进行 . ). 这 是 很 容易 看 出 的 :首先 这 样 的 标 法 是 有 意 
义 的 , 即 同一 条 边 {4,4} 的 标签 是 确定 的 . 这 因为 i 一 jE 
(Hiem) jie (E13, m). 另外 ,显然 每 点 出 发 
n 条 标 有 0 的 边 . 于 是 充分 性 也 得 到 证 明 . O 


QD 不 熟悉 图 论语 言 的 读者 ,可 以 参考 本 解答 用 自己 的 语言 来 解 ,然后 ,加 
过 来 以 图 论 角度 看 本 题 ,这 对 提高 我 们 的 水 平 是 有 益 的 . 一 一 编者 注 
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RRE 解答 ) 


3. [分 析 与 解答 ] 为 找 出 f(x) 和 的 关系 ,通常 先 对 于 较 
小 的 4 值 计 算出 f(x) ,并 试图 找 出 规律 . 经 计算 得 到 表 1: 
表 1 


11213|4|151617|18|9|10 17|18 


四 


11|12|13|14|15|16 


Lyd 13| 3 }11] 7 |15/ 1417; 9 


| fO) 


但 从 表 1 中 似乎 也 看 不 到 什么 规律 .这 时 我 们 再 来 分 析 题 目 所 

给 出 的 递 推 关 系 : 为 计算 f(4z 十 1), 需 知 f(22 十 1) 和 £60 ,而 

” 2x 十 1 又 可 能 是 4m 十 1 型 或 4m 十 3 型 ,因此 在 使 用 递 推 关 系 时 ， 

光 知 道 一 个 数 是 4m 十 1 型 或 4m 十 3 型 是 不 够 的 ,还 应 知道 24 十 

1 以 至 (如 是 奇数 的 话 ) 是 4m 十 1 型 或 4m 十 3 型 的 ,以 便 应 用 不 

同 的 递 推 关系 式 . 为 了 解决 这 个 困难 ,我 们 会 看 到 如 果 先 把 数 
n 表 成 二 进 制 , 即 令 

n 一 Sat, 
a=—1,f@a=—OM1,i>0, | 
计算 起 来 可 能 会 容易 应 用 递 推 关 系 式 , 因 而 也 便于 寻找 f(n) 


(当然 f(w) 也 用 二 进 制 表示 ) 与 4 WKAR. 
在 把 数 表 成 二 进 制 后 , 表 1 变 成 


(3) 


(D 请 读者 更 深入 地 想 一 下 ,如 何 从 题目 的 条 件 出 发 ,经 过 具体 推导 ,发 现 
要 用 二 进 制 来 解 本 题 ,这 对 提高 我 们 分 析 、 解 决 问题 的 能 力 是 有 益 的 . 这 种 具体 
推导 将 在 解答 后 给 出 , 一 一 编者 注 
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* 2 


11 100 | 101 | 110 | 111 | 1000 | 1001 


一 


n 1010 | 1011 | 1100 | 1101 | 1110 | 1111 |10000|10001|10010 


— + $ 


fa) |0101) 1101] 0011 | 1011 | 0111 | 1111 /00001/10001/01001 


从 表 2 中 稍 经 观察 即 可 发 现 f(z) 似 应 为 由 Pe a XE ll RR 
倒 诸位 数字 后 得 到 (当然 得 到 的 是 f() 的 二 进 制 表达 式 ). 于 
是 我 们 猜想 若 设 " 表 成 二 进 制 (3) 式 , 则 应 有 


. fm = Dad. (4) 


下 面 用 对 4 的 归纳 法 证 明 (4) 式 . 表 2 说 明 (4) 式 对 于 较 小 
的 4 成立 ,因此 可 假定 对 于 比 % 小 的 值 (4) 式 已 经 成 立 , 来 证 
(4) 式 对 名 也 成 立 . 分 以 下 三 种 情形 : 

CD n 是 偶数 :这 时 a 二 0. 由 题 中 条 件 (1) 得 

f(a) = (+) = fl dae") = 2ja2. 

故 (4) 式 成 立 . 

(2) nz1(mod4) :这 时 a 二 1,qs-_1 二 0. 由 题 中 条 件 (2) 得 

nosat mA T] 


e| a E a Soa 
ic 0 0 


i 
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故 (4) 式 成 立 

(3) n=3(mod4) :这 时 Qt—=a_1= 1. 由 题 中 条 件 (3) 得 
k—1 k—2 
—3f( 22217] — 2f( Daze) 


i=0 0 


k—1 k—2 
=3 Dia? — 25,2 


k—2 


—3a, 427! + Ma2 
i=0 


一 入 4274 Siaz, 
故 (4) 式 成 立 .证 毕 . 
有 了 (4) 式 ,就 很 容易 求 出 满足 SO) =n H <1988 的 解 
的 个 数 了 . 先 将 1988 化 成 二 进 制 得 
11111000100, 
它 是 一 个 十 一 位 数 . 明显 地 ,在 所 有 的 1 位 二 进 制 数 中 ,颠倒 
数字 后 值 仍 不 变 的 恰 有 
2455 ^, 
这 里 [z] 表 不 超过 z 的 最 大 整数 . 故 在 一 位 数 到 十 位 数 中 , 满 
E fa =n 的 值 有 
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> zx = 一 232 = 2(22— 1) = 624; 


在 十 一 位 数 中 有 2 名 ==25 二 32 个 ,但 其 中 有 且 仅 有 两 个 大 于 
1988 ,它们 是 
1111101111170 11111111111. 
故 所 求 的 满足 fa) =n H »x:19888 n (BA 
62--32—2— 924^. 


4. [分 析 与 解答 ] Ace EARS HE OXY 
坐标 平面 上 ,如 果 一 条 连续 曲线 有 一 头 在 X 轴 的 上 方 , 另 一 
头 在 XX 轴 的 下 方 ,那么 这 条 连续 曲线 必定 要 与 X 轴 相交 .这 
一 基本 事实 合乎 人 们 的 直观 经 验 ,容易 为 大 家 所 接受 (在 大 学 
的 数学 分 析 课 程 里 ,将 给 出 这 一 事实 的 严格 数学 证 明 ). 我 们 
承认 这 一 基本 事实 ,并 将 在 下 面 的 解 题 过 程 中 用 到 它 . 事实 
上 ,我 们 在 中 学 数学 讨论 求 根 问题 时 经 常用 到 这 一 点 . 

考察 函数 


70 


k 
f@) = Dasa v 


iE (€ (1,2,7,69) zE 0,14-D. 我们 把 函数 7 的 表示 式 写成 
fa) = ee 
LETEN 在 开 区 间 ( LD aU Ate GNI 
I 一 下 s57 Z} 


都 减 小 (前 者 保持 正 值 并 减 小 ,后 者 保持 负 值 但 绝对 值 增 大 ). 
函数 了 在 ((,: 十 1) 中 是 严格 单调 下 降 的 . 对 于 2€ 0,01 DM 
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al 时 f(z) 一 十 co , 当 z 一 (十 1 时 Toz) 一 一 co 我们 断定 :存在 
唯一 的 &E (i 十 1) ,使 得 FE) —0. 同样 容易 看 出 ,函数 了 在 
(70, 十 ce) 也 是 严格 单调 下 降 的 .在 (70, 十 ce) 范 围 内 , 当 a 
70 时 f(z) 一 十 co, 当 z> 十 co 时 f(z) 一 一 于 .仿照 上 面 的 讨论 
又 可 断定 :函数 了 在 (70, 十 ce) 范围 内 也 只 有 唯一 的 零点 éro. 
另外 ,还 容易 看 出 ,对 于 <1, MA fa<. 

通过 以 上 的 讨论 ,我 们 得 知 ,使 得 f(z) 宇 0 的 实数 z HR 
合 是 以 下 这 些 互 不 相交 的 区 间 的 并 集 

(1,61], (2,62],**, (69, és], (70, E70 ]. 
CHE AAT ERAS 等 于 
Da k) = Ze- 


. k=1 


另 一 方面 ,我 们 注意 到 ， 方程 f(z) 一 0 与 以 下 的 方程 同 
解 : 
(a — DG — 2): — 70) 


4 x. kz — 1)(z — 2). (x — 70) 
E Z2 r—k = 0. 


(5) 
上 式 左边 是 一 个 70 次 的 多 项 式 , 它 的 所 有 各 根 之 和 应 为 

ái "bes iid + én 二 一 4, 
这 里 的 a 是 (5) 式 左边 多 项 式 中 z” 的 系数 . 通过 计算 ,我 们 得 
到 


169 


由 此 又 得 到 


70 70 70 
S 一 > 一 > 人 一 一 一 一 > 
k=] k—1 


9 70 70 4 70 U i 
an p». 


4 70 X 71 
5 X 2 —AXTXTI 


=28 X 71 = 1988. 


FRE 解答 ) 


5. [分 析 与 解答 ] IDA ABD RAACD 的 内 心 分 别 为 01 及 
0s, 记 它们 的 内 切 圆 半 径 分 别 为 "1 及 r iE AC =b, AB =c, 


Z ABC — a,tga—b/c. 
注意 到 Ac4Dc 和 人 A4BD, 相 似 比 是 0:c, 于 是 ra/m —b/c— 
tga. 
(1) 先 讨论 a 二 45° 这 一 简单 情形 ( 见 图 7). 
ik AD 与 直线 010; 相 交 于 M lg OG] AC. HH AG— AM, 
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LG=r,= MD, FÆ AL=AD=b// 2 .得 到 
TiS = AL?:AC? = 1:2, 8 = 2T. 
(2) 一 般 情 形 ,不 妨 设 0 和 <c<<45"( 见 图 8)， 
RAK 010: 与 BC 的 延长 线 相交 于 N.iDZOINB-— 6, H 


图 8 

tg8 = (m — r2/Gi +r). LA 
ete (90* 一 f) 一 te 有 一 于 二 alr 

1 — tga 


= Pag ctg(45° + a), 


由 此 推出 二 个 锐角 90° 一 8 和 45° 十 a 相等 , 即 ao + B= 45°, 
ZAKL= 45°, AAKL 是 等 腰 直 和 角 三 角形 . 

我 们 不 难 证 明 仍 有 AL=AD. 作 OM | AD,0;G | AC, H LG 
一 7 一 MD, 又 有 4G=4M ,导出 AL=AD=beosa, 


= scary: = Lpeosa. s = Lee = 4p. 
T= z 4D) = Db cos'a, S = 906 = 2? ctga. 


Hi 0C a 45? , É 2sinacosa = sin2a« 1. H HE TE H 2cos?a < 
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ctga, E] IE; 2T —8. 
GdR 4 解答 ) 


6. [分 析 与 解答 ] 解 本 题 的 基本 思想 是 利用 整除 性 质 : 
E s 整除 以 下 写作 slt), WMA |s|<|t|Mt=0. 为 了 在 具 
体 问题 中 能 应 用 这 一 性 质 常 常 要 利用 带 余 数 除 法 . KER 
Fe (a* +8") / (ab 4-1) SF a 和 2 的 最 大 公约 数 ( 以 下 记 作 (oa， 
0)) 的 平方 , 即 (c,0)2. 

El a.b 是 对 称 的 , 故 不 妨 设 ?之 由 带 余 数 除法 知 , 存 在 
唯一 的 一 对 整数 mn ,使 得 


b =am + r,  —a/2 <r xia/2. (6) 
由 于 bl KAR m>. 由 上 式 得 
2 «Cab 4d- 1 — aà^m 4 ar, +l, (7) 


a? + b? = m(ab + 1) +a + amr, 4- 71 — m. (8) 
XX FÉ Cab+ 1) | C? +b?) ESE 
a^m + ar, + Lla + amr, + ri — m. (9) 
直观 地 看 ,除数 似 应 比 被 除数 的 绝对 值 大 ,所 以 猜测 式 (9) 应 
等 价 于 | 
a? + amr, d- rj — m — 0. (10) 
我 们 设法 来 证 明 这 一 点 . 从 式 (10) 推 出 式 (9) 是 显然 的 . 下面 
来 证 明 ; 从 式 (9) 可 推出 式 (10). 分 m 之 1 和 m=1 两 种 情形 来 
讨论 
容易 算出 
a 十 amr, + rf — m =— (am + ar, + 1) 
+ (m + 1) T any — 1) 4 r2 
>— (a?m + ari + 1), (1D 
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a? + amr; + ri — m 
= (am + ar, +1) — (n — 1) (à? — ar 43-12 +73 — 2. 
(12) 
当 m 之 1 时 ,利用 一 oni 十 1 之 2 及 
@—arn+1>ri-2 
(APA) ,从 式 (11) 和 (127 推 出 
ja? 十 amr; + r} — m| « a^m + ar, +1. 
因此 由 整除 性 质 知 ,从 式 (9) 可 推出 式 (10). 24 m= LISSE 
(9) 成 立 , 则 由 式 (12) 可 推出 
a? + ar, + 1|ri — 2. (13) 
Bi FOS |r |<a/2, Br VA 24 nr ADH BA 
a? + ar, + 122 ad/2-- 122r 4-12 |r? —2| 0, 
因而 当 式 (13) 成 立时 必 有 六 一 0, 进 而 由 式 (13) 推 出 a 1. 这 
样 ,m==1 时 必 有 7 二 0,4a 二 1, 显 见 式 (10) 也 成 立 . 
显 见 , 当 7 之 1 时 式 (10) 不 可 能 成 立 . 因此 , 式 (9) 成 立时 
必 有 


—af2<n<0. (14) 
而 这 时 式 (10) 可 改写 为 
m= (|r|? + a/Clrila + 4). 

综合 以 上 讨论 ,我 们 证 明了 :者 ab +1 |a? +0? ,b>a>1, Ml 

必 有 
MET. = |r, |? + c 
ab 4- 1 [rija + 1’ 
其 中 7?,m 由 式 (6) 给 出 , 且 满 足 式 (13). 此 外 , 当 六 一 0 时 ,mm 一 
一 (ap)2, 即 当 六 一 0 时 所 要 的 结论 已 证 明 . 4 1 AOK, |r|, 
a 满足 和 a,b 相同 的 条 件 , 且 有 式 (15) 成 立 . 继续 对 |71| ,a XE 
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(15) 


行 同样 的 讨论 . DORE A THEFT FE. BN A RCO) Bh PE 
相 除 法 ,最 后 可 得 一 组 数列 

{bsa}, {Irisa}, {role rid} ,ee Grid Iri). 
它们 由 下 列 式 子 给 出 : 


b = am + n, 
| —a/2 <n L- l, 


A AR — |n|/2 <r: S— 1, 
[ris] = | lm + r: — |r|/2 < n xi— 1, 
Iria | = |r. |m, 
(16) 
满足 
vp le. |e sed. m 


Soci Inlet 二 Pei 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 如 果 注 意 到 最 大 公约 数 

(a,b) = Crisa) = (T2371) = t = yt) = Iris 
就 推出 m= (a,b)’. 

利用 式 (16) 及 w=|7?|, 以 及 循环 数列 的 知识 ,可 以 证 明 
满足 本 题 条 件 的 全 部 正 整 数 解 ,bi(b: 之 a) 由 下 面 的 数列 给 
Hi 
all =), 

4 2 2 


A/dí 一 


a= 


be = asis k= 1,2,0, 
Ropa 是 任意 给 定 的 正 整数 (好 相当 于 m). 

最 后 ,请 读者 自己 分 析 一 下 本 题 的 这 种 解法 是 怎样 想 出 
来 的 , 即 (4) 为 什么 想到 要 用 形 如 式 (6) 的 带 余数 除法 ,把 条 
件 ob 十 le 十 如 转化 为 条 件 (9)? 如 果 用 通常 的 带 余数 除法 :5 
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一 Ql 十 s1,0<s1<a, 本 题 将 怎样 证 明 , 比 较 两 者 的 优 劣 . (8) 条 
件 (9) 的 等 价 条 件 (10) 是 怎样 想到 的 ?通过 解 本 题 应 该 深入 体 
会 带 余数 除法 在 解 中 学 数学 竞赛 的 初等 数论 题 中 的 重要 性 ， 
差不多 可 以 说 , 绝 大 多 数 题 都 要 灵活 应 用 带 余数 除法 ,而 这 种 
应 用 都 是 同 整 除 的 最 基本 性 质 相 联 系 的 . 

CHARM 解答 ) 


为 什么 第 29 届 奥赛 第 3 题 要 用 二 进 制 来 解 ? 


设 [zj 是 不 超过 z 的 最 大 整数 . 利用 题目 的 条 件 证 明 : 对 

任意 正 整 数 % 有 
Fn + 1) — f(2n) = 2f (2653 + 1] — (2571). 
反复 应 用 这 一 结论 ,由 上 式 及 题目 条 件 可 推出 : 
Fn 十 1) 一 了 (2n) = 2), 

RB ok diis GR 2 n2" HBR. 由 此 及 题 中 条 件 (1)， 
我 们 就 容易 想到 要 用 二 进 制 来 解 本 题 ,并 看 出 应 有 解答 中 的 
(4) 式 成 立 . 

以 上 结论 的 证 明 是 不 困难 的 ,请 读者 自己 给 出 . 


CER R) 
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第 二 十 九 届 MO 试题 解答 


L [分 析 与 解答 ] 题目 条 件 比较 强 ,思路 也 比较 多 . 经 
过 探索 ,我 们 发 现 :P 点 是 整个 平面 的 一 个 关键 点 , 欲 寻求 4， 
B,C 三 点 间 关 系 , 须 将 已 点 与 之 联系 起 来 . 0 点 是 图 形 的 另 一 
个 关键 点 ,是 图 形 的 对 称 中 心 , 它 将 能 够 提供 许多 有 关 的 信息 
和 证 题 需 要 的 条 件 . 
(1) 首先 由 AP | BC 得 到 
AC? = AP? 十 PC, AB? = AP? 十 PR, 

BC? + CA? + AB? = 2(AP? + PC? + PB?) + 2PC + BP 
(以 下 我 们 必须 利用 0 点 的 性 质 ). 利用 OP = OA, OC = OB 以 
反映 0 点 的 几何 属性 似乎 利 少 整 多 ,为 了 真正 联系 到 距离 的 
平方 ,产生 出 构造 直角 三 角形 这 一 非常 自然 的 想法 . 

过 点 0 作 直 线 m 垂直 于 AP, X AP FPA L;A BAF 
直线 的 对 称 点 B'( 见 图 1). 

AP | BC, m |j AP, 
y BP // m. i 
" 4B // m H. AB! = PB, Z APB = 90° ,所 以 PBB 4 是 一 个 
矩形， 
ZPBB = 90°, BB! = AP, 
BC? + AP? = BIC? = 直径 2 = AR, 
JR II AP? + BP? + CP? = AR? — 2PC + BP. 
FH PAE PC + BP =R- 7? ,于 是 
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| BC? + CA? + AB? = 2(AP? + BP? + CP?) + 2PC + BP 
== 8R? 一 2R + 2r 
=6R? + 2r! = 定 值 . 
(2) POR 48 中 点 轨迹 , 仍 需 要 将 AB 与 点 P 联系 起 
来 ,因为 4,8 都 是 动 点 而 是 定点 . 
SUD SER AB d RM 与 点 己 的 关系 ,不 难 发 现 W H PB 
的 中 点 ,B' 在 大 圆周 上 ,因此 点 M 在 以 P 为 位 似 中 心 , 位 似 比 
DA 的 变换 下 大 圆 的 像 上 , 即 一 半径 为 2 n QE 
反之 ,对 于 以 OP 的 中 点 为 圆心 的 贺 上 任 一 点 ,连结 PK 
并 延长 交大 圆 于 BM K 为 PB' 的 中 点 . 作 点 BR OK 的 对 
称 点 8,8 必 在 大 圆周 上 , 且 由 作法 知 点 就 是 得 到 的 48 的 
中 点 . 
综 上 可 知 ,4B 中 点 轨迹 是 以 OP 中 点 为 圆心 , WEB 
的 圆周 . 
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2. [分 析 与 解答 ] 
(i) 分 析 条 件 ” 因 条 件 (b) 最 强 , 故 从 条 件 (b) 入 手 . 令 
Ai N Aj — {aij} ; (a5; = ag) 
GÆ jdijjl2,:2» + 1.) (b!) 
由 条 件 (c): 对 4 中 任 一 元 素 zE B, 至 少 属于 另 一 子 集 AIO 
Ai), FHA (OM, z= a; 即 得 
A C {alj s i, j = 1,2, 2n + 1} eis 
G € (1,2,-,2n + 1}). 
又 由 Cb') 知 
(ashj j= 1,2, 7,20 + 1) CA, 
故 对 任意 i; A = (ayl j Æi j = 1,2,0,2 十 1) .再 由 (a) 知 
[A| = 2n , 故 对 给 定 i, ag C 75 O0 两 两 不 同 . 又 由 于 条 件 (b) 有 
B=UA = (asl) bi 2,3,.,2n + 1}, 
B 8 中 任意 两 个 元 素 di ji 30i, j, 当 且 仅 当 = iji = jo 时 相 
同 . 事实 上 根据 (b ) 知 on 一 os， au; =a), A= je HK 
似 地 纪 =i. AAA |4| = 2» ,于 是 
2n(2n + 1) 
2 


|B| = = n(2n + 1). 


(ii) 分 析 结 论 (暂缓 确定 ", 下 设 满足 条 件 ). 

d) ”我 们 要 么 构造 出 具体 的 标 法 ;要 么 用 逻辑 证 明 , 证 
明 标 法 的 确 存在 . 但 是 由 于 集合 元 素 已 经 非常 确定 ,所 以 用 构 
造 法 具有 很 大 的 优越 性 . 

(2) MERS ij 有 关 , 抓 住 这 一 关键 ,我 们 可 以 进行 
直观 的 描述 ;将 i,j 用 点 表示 ; as 用 连接 i,j(i 关 D 的 线段 表 
示 . 下 面 只 须 将 oi 来 染色 ,使 从 每 一 点 i 出 发 的 2 条 线段 中 恰 
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d nRESLE n RARE. 

Gi FRUER, BD ELA (ETE n» MME 
LRH BRAR n 条 线 染 红色 . 所 以 总 共 应 有 nOn 十 
15/2 条 线 染 红 色 , 故 7% 必 为 偶数 (我 们 再 也 没有 发 现 不 满足 
条 件 的 偶数 x 了 ). 下面 对 偶数 % 进行 构造 ,关键 仍 是 数 对 Gi， 
D. Bir j=b;Cmod(2n + 1)),C[b; | <a) .5 为 奇数 时 ,ai 染 
红色 , 即 元 素 aub E 155428 BRN 0, Fe A. BCR ast LE 
0. 

不 难 发 现 , 每 个 i 过 2n 十 1 的 自然 数 , 有 个 元 素 AGF 
DREL 个 元 素 标 上 0. 即 每 个 4 恰 含 个 元 素 贴 有 标 0 的 
标签 . 

于 是 ,n — 


23. [分 析 与 解答 ] 

Gi) 分 析 结 论 ” 设 个 数 为 7(1988). 一 种 想法 是 直接 计算 
f(r) ,再 利用 了 (2) 求 (1988). 另 一 种 想法 是 不 求 (nn) 确定 出 
F (1988) ,或 讨论 F(n) 的 属性 .但 后 一 种 想法 缺乏 基础 ,什么 
条 件 都 用 不 上 ,都 得 借助 f(x). 因此 应 该 求 出 fo). 

Gi) 分 析 条 件 〈 怎 样 求 f(x)?) ”只 能 用 (1),(2),(3) 三 
式 不 断 迭 代 讨 论 奇 偶 性 . 文 一 点 抽象 出 来 即 用 数学 概念 反映 
出 来 就 是 2 进 制 或 4 进 制 . 事实 上 ,2 或 4 进 制 具有 一 定 的 等 同 
性 ,所 以 ,可 以 假设 

n = (nai nno): (n = 0 ml. 
下 一 步 怎么 办 ?不 断 迭 代 仍 是 一 件 麻 烦 事 . 

iii) 解 题 (1) 继续 探索 . 麻烦 关键 是 在 于 条 件 将 和 十 

1 与 tn 十 3 区 分 开 来 ,为 了 避免 这 一 点 ,就 应 该 寻求 它们 间 共 
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同 的 属性 ,进行 统一 处 理 . 再 回 到 条 件 中 有 
fán + 3) — fC2n + 1) —2f (Qn 十 1) 一 了 (22))， 
f(An + 1) — f(2n) =2(f(2n + 1) — f(2n)). 
这 样 就 达到 了 统一 ,使 条 件 更 宜 于 迭代 . 从 而 
fna nnd)2) 一 了 (Ca 2)22) 
= 2€fCOm 271); — fCOQumo +020) 2) 
2*(fCOun—i1)2) 一 了 (Cu 0)2)) 


i 


I 


2^7! (FCC 1)2) — fF((10),)) 
= 2n (注意 到 == 1) 
为 了 避免 分 情况 讨论 最 好 将 偶数 情况 统一 起 来 ， 
f COun 27120)2) = fCGQunici7122))2) 十 2'no. 
这 样 ,再 进行 迭代 最 后 得 到 
f Cramp -12020)) 一 20。2 + m 271 4 ee 
+ m * 2? + fn) 
=n = X H ays QT be 
H mnt 22 十 nr iv 2 十 1 
= (ngnino*** Ti 04)5. 
(2) 进行 归纳 证 明 ( 略 ). 
(3) 3K F(1988) (1988 = (11111000100)2). 
f(n) = nn, = noni, = m, Mi = nq = OL yee). 
Xt fF n < 1988 , 当 t 是 奇数 2f 一 1 时 , nuca = no dtum 
— no 这样 的 数 有 2 一 个 (t 二 1,2,3,4,5). 所 以 总 共有 
Ste = 2 一 148 n < 1988 日 满足 f(x) =n. 


当 1 为 偶数 24 时 , 则 
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Moe = No = Leet stirs = eish = 0 或 ls 


这 样 的 数 共 2 和 一个. 故 £5 时 满足 f(x) — n BURCH 


> Sat 
在 这 些 数 中 大 于 1988 的 有 两 个 数 即 


C11111011111)s, (11111111111);. 


所 以 
F(1988) 一 2 一 1 十 2 一 1 一 2 一 92. 


4. [分 析 与 解答 ] 
(ZR WHER f(z) = X) WER. 


70 
f'G)- DS A/a kO Ga kBD. 


k=1 


A)r E€ (— 95,1) 时 , 易 见 f(z) < 0. 

(2)zE (G,j- DG 1,2,69) At, 4r >j Br j 
MN, f@) >+ 0,3 y jdc- 01 Hec jc iH 
f(x) 一 一 co. f(z) 在 区 间 C. + D 上 单调 递减 . 

(3) z € (70, 十 ee) 时, 易 见 fGz) 20, H4 2 70 Hx 
— 70 WY, f(z) 一 十 co ,34 2 4- co B], f(x) > 0. f@MEK 
E (70, + oo) 上 单调 递减 . 

《上面 的 讨论 已 给 函数 一 个 非常 精确 的 描述 , 剩 下 的 是 一 
些 技巧 性 的 步骤 ,不 再 涉及 到 路 子 是 否 正确 . ) 

《ii) 解 题 ”由 分 析 , 在 (j,j; 十 1) 中 有 唯一 的 一 个 z; 使 得 
fa) => ,而 在 (j,j+1) 上 ,使 f(z) 之 六 的 + 即 是 区 间 (， 
zj)(j 二 1,2,3,…,69). 在 (70, 十 co ) 上 ,存在 唯一 的 一 个 tro 
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图 2 
使 得 Fn) => ,而 在 (70, 十 oo ) 上 ,使 J(z) SF f] e RUE 


区 间 (70,zo] .于 是 (lfa) > 3) =U Gon] ,所 以 满足 


1(z) 之 了 的 + 的 集合 是 70 个 互 不 相交 的 区 间 的 并 集 . 它们 长 
Em 70 70 
D = »G —k)-— > 一 >» 


k= 1 k= 1 k=1 


n EIE SO = ED 
5(a — 1) (@ — 2).…(z — 70) 
= 4((@ 2) G — 70) 
+ 2G — 1) (a — 3): — 70) 
+ ee + 70 — DG — 2)::G — 69)) 
的 根 . 此 多 项 式 恰 是 70 次 ,有 70 个 根 zzz，…z70. BL 


182, 


70 


Dye =- B= xe se iy) /5 
i=1 “i=l 


k=1 


9 «^. 
=5 2t 
于 是 
9 70 70 4 t 
D = Si- > 站 一 T2) 
m] k=1 一 1 
=i x PEM = 1988. 


3 ; 

(i) 分 析 设 8,P 分 别 为 人 4BD, 信 40D 的 内 心 . 由 于 题 

目 条 件 相 对 于 结论 是 很 强 的 ,所 以 用 解析 的 方法 铠 怕 有 些 繁 
SM. 用 平面 几何 的 方法 就 必须 抓 住 D,P,8 三 个 关键 点 ,P@ ,4D 
两 条 关键 的 线 及 人 DP@. 因为 要 达到 结论 ,必须 了 解 有 关 KL 
的 属性 ;要 利用 条 件 ,必须 注意 到 点 P,@,D 的 特性 ;要 证 明 问 
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题 又 必须 从 条 件 推出 结论 . 所 以 ,我 们 必须 首先 考察 三 角形 
PD@ ,将 P,Q 两 点 真正 地 联系 起 来 . 
GDE H ACDA 经 过 旋转 相似 变换 变 为 人 4DB,P 点 

变 为 8 点 . 故 

DP/DQ = DA/DB 或 DP/DA = DQ/DB, 
以 及 . 
| ZPDQ = {CDA = 90°, 
Mit] APDQ~ A ADB. 再 注意 到 P,@ 是 内 心 就 有 

ZPDA = ZQDB = /PKA= 45° = Z ADQ, 


LDA = ZKAQ, 
He AADQ @ AAKQ. Kit AK = AD. 
这 样 
1 AC? + AB? 
T= AD = aget 
| AC! + AB? 1 
CRGO Ag) a PA 
即 
8S or 
命题 获 证 . 


6. [分 析 与 解答 ] 
Ci) 分 析 7E (a? + 0) / Cab + 1) 这 一 个 整数 .面临 一 
个 障碍 就 是 a? 十 旦 与 唉 十 1 都 是 ce 沁 的 二 次 多 项 式 , 很 难 用 
同 余 、 整 除 的 方法 将 它们 连 系 起 来 . 这 实际 上 表明 a 十 
0) / Cab + 1) 这 个 量 很 难 描述 ,为 此 我 们 利用 不 等 式 的 方法 来 
描述 它 . 
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Gi) 解 题 HPO +0)/@+) 52 RL AKA 
Bik b>a ,我 们 需要 大 致 确定 出 G^ + 0°) /Cab + 1) 的 范围 . 
为 了 精确 起 见 , 令 5 — pa d (0 qa) ,这 样 就 有 
a+b _ pi + 2nga + gi +a’ 


Sı 


"adi na 十 ga 十 1 
pga + 4i + — p 
EA pa 十 ga 十 1 
pala — qı) +ula—q) 
ced pa 十 ga 十 1 
3s (n — De! +p 4-24 qa 
p 十 ga 十 1 
注意 到 
0<m <a, mnl, 
可 得 


S Sm +2 (> OR). 
由 总 是 整数 , 故 8 = ps + 1, Bn 
b = Sia — (a — q). 
这 时 ， 
[Sia — (a — g) P +@ — [a(Sia— (a — 9D + 1)51, 
即 
= a’ + (a— 9 
ala— q) +1 
BS a =a—q M] 
(ES o get Eu 
ab + 1 1 十 am 


类 似 地 令 
a = Soa, — Ge, a, = S385 — agers. 
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BAMA ai = Sei RUA 
a? + b 7 
a+1 


2 2 
ata 
S, 一 LL 


DE S 


E aj. + ats E 
PY a t 
1 + aa 


T a? + a 


i + Qi —| 
事实 上 ,将 G1 一 Sepia 代入 得 


= Si). 


= Sii 
1+ GU 1 + aS, ie 


E Sm A 
Sipi = a}. 
故 


Sy = 8, = coe = S44 = a. 


dul Spo 555 0 为 一 个 平方 数 ,不 难 发 现 ,a E à 两 数 的 


最 大 公约 数 ( 轧 转 相 除 原理 ). 命题 获 证 . 
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第 二 十 九 届 IMO 试题 解答 
£o d 


1. 解答 (1) 设 BC 3E OBA zx( 如 图 1). 由 题 意 知 
BC?+ CA? + AB! = BC? + AP? 十 PC? + BP? + AP? 
= BC? + 2AP? + (BP + CP)? — 2BP .CP 
= 2+ (2BD)? + 2(20D)! 一 2PE - PF 
= 8(R? — a?) + 82? — 2(R — r)(R + r) 
= 6R + 2r! 是 一 个 常数 ， 
Bub BC? + CA? + AB! = 6R? + 2r’. 


图 1 
(2) 设 AB 中 点 为 用 ,OP 中 点 为 N, 则 在 人 ONM 5; AOGB 
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1 
OM = $98, 


AZ NOM = LAOPG = /ZOGB, 


所 以 
和信 ONM co /AOGB ,相似 比 为 1:2. 
于 是 
xwcdlogedia 
2 22 


则 M 在 以 OP 中 点 为 圆心 ,半径 为 8/2 的 圆 上 . 因此 当 B 在 大 
圆 上 变动 一 周 时 ,4 就 在 该 圆 上 变动 一 周 . 


2. 解答 KIER 中 每 一 个 元 素 恰 属 于 两 个 子 集 . 由 条 件 
Ce ) 知 ,B 中 每 个 元 素 在 4 中 至 少 出 现 两 次 ,所 以 有 
2|1B| S (2n +1) * |A| = 2n(2n+ 1), 
得 出 
|B| <n(2n + 1). 
另 一 方面 ,由 容 斥 原 理 得 


|B| - 5 ja -DAN 3ADn An Al - 
23A - XA Al 
=2n(2n + 1) 一 Chia = n(2n + 1), 
GX UR T d PE C) ,所 以 等 号 成 立 , 而 这 当 且 仅 当 对 V ij, 
E, A N A N A= E FTE S BEI B EATERS ECT 
FAO, 
考虑 所 有 4 中 贴 0 的 元 素 ,共有 *(2n 十 1) 个 (可 以 重复 计 
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算 ). 由 于 8 中 每 一 个 贴 0 的 元 素 恰 属 于 两 个 子 集 ,所 以 共有 
(2n 十 1)/2 个 不 同 的 元 素 贴 0, 由 此 知 n 为 偶数 . 知 ORC, 
可 用 归纳 法 证 明 存 在 符合 要 求 的 贴标签 方法 . 

当 n= 二 2 时 ,不 妨 设 五 个 子 集 为 (a,2,c,d), (ase, fsg), Ch, 
eh D Ces f hm), (gs Um). 把 元 素 a,b. f ,l,m 贴 0, 易 验证 
符合 要 求 . 

B s—k 时 成 立 , 则 当 w=%k 十 2 时 , 共 2(# 十 2) 十 1 个 子 集 ， 
EP FR ALOE DATER HANA ANA PIER NOG = 
5,6,… k+5) ANA ANA PreK iM OCH=k+ 6 ,k+7, 0°, 2k 
+5), AR ANA; PIER M1 ASI 4, 5<jK2k+5), A NA 
HG RW Ss D) ANEL, A N ANEO, A N ANEO, Ar C) ANEL, A 
C1 AIEO, IU E Be UE A1,4:,4s,4: 每 个 集合 中 恰好 4 十 2 个 元 素 
贴 了 0, 45，4e，…4z+5s 中 每 个 子 集 有 两 个 贴 0, 两 个 贴 1. 去 掉 
集合 Ay, Any A3 44 及 As ,Ae，… ,Azi4s 每 个 集合 中 已 贴标签 的 元 
素 , 剩 下 2k 十 1 个 集合 ,每 个 集合 中 有 2z 个 元 素 , 且 符合 条 件 
(a), (b), Co) ,由 归纳 假设 ,存在 符合 要 求 的 贴标签 方法 ,所 以 
当 "一 4 十 2 时 也 存在 符合 要 求 的 贴标签 方法 . 

所 以 对 所 有 偶数 ”存在 符合 要 求 的 贴 法 . 


4. 证 明 当 z<1 时 ,有 


70 


i) = X «o 


k=1 


lim f(x) = — 00O, lim f(z) 一 十 oo (n = 1,2,.…,70), 
i 一 
UB cte 


由 f(z) 连 续 性 知 ,f(z) 在 每 个 区 间 (1,2), (2,3),…,(69,70)， 
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(70, 十 co) 中 有 一 根 ; 记 为 TisT2s "°° ,270* f(z) 的 根 即 为 
g(z) = (z — (x — 2) — 70)f(z) 
的 根 ,而 9(z) 为 70 次 多 项 式 , 首 项 系数 为 一 子 , 则 


g(r) 一 一 iG 一 z,)(z — ze — Tro), 
ze 次 项 系数 为 


42+ +70) +20 +24 +70) 


=Fa+2+ … +70). 
由 韦 达 定理 


ncn tam = S $246 + 70/(— 3) 


=. 424470). 


f(x) 宇 0 的 解 集 为 (1,z1] U (2,2;] U ood U (70,270 | ,区 间 长 
度 总 和 


=(2 D1 +24 +70) = 1988. 


5. 证 明 设 N,M 分 别 是 三 角形 ABD 及 ACD 的 内 心 ,在 4C 上 
取 点 L ,使 得 AL! = AD ,WIZEAADM FAAL M 中 ( 见 图 2) 


AD = AL', AM = AM, ZDAM = /MAL 
则 
AADM L /AAL M, 


ZAL'M = “ADM = 45°. 
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L‘CL) 


K'(K) 
p GCRAD 
A 2 
ik LM 3 AB K', 则 ZAK'M = 90° — 人 AL'M = 45°, 
故 
AK! = AL! = AD. 
设 K'AD 平分 线 交 LK FN iE ND, WEAK AN’ 
#1 ADAN' rh 
. K'A=DA, AN'— AN, ZK'AN = /N'AD. 
所 以 有 
AK'AN 2 ADAN', ZADN' = /AK'N' = 45°, 
于 是 DN' fé Z ADB 的 平分 线 ,N' 为 人 4BD HAUG, MAN EE 
SK G KES LSLE. 


BL G 28 BC 中 点 , 则 AG = BC ,我 们 有 


1 1 1 
T ——AK-* = —AK' + 1 == ——AD 
7 K * AL 2 AK' * AL 2 AD’, 


一 本 BC * AD = AG * AD È AD? = 2T. 
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走向 世界 ”迎接 挑战 


一 一 忆 二 十 九 届 IMO 
MRF Lee 


国际 数学 奥林匹克 (简称 IMo) 是 一 项 一 年 一 度 的 中 学 生 
竞赛 活动 . 最 早 始 于 1959 年 ,是 由 罗马 尼 亚 发 起 的 . 每 年 每 个 
参赛 国 派出 六 名 选手 参加 比赛 . 比赛 为 期 两 天 , 共 九 个 小 时 ， 
每 个 参赛 者 须 解答 六 道 题 , 满 分 42 分 . 比赛 决 出 金 . 银 ,铜牌 和 
国家 名 次 . 我 国 1986 年 首次 正式 派 代 表 队 参加 ,今年 是 第 三 次 
参赛 . 1988 年 7 月 9 日 至 21 日 ,29 届 IMO 在 澳大利亚 举行 

中 国 代表 队 一 行 九 人 ,领队 常 庚 折 教授 , 副 领 队 兼 总 教练 
舒 五 昌 副 教授 ,观察 员 中 国 科 协 黄 小 年 同志 ,及 六 名 参赛 队 
员 . 7 月 9 日 ,我 们 乘 班 机 抵达 澳洲 第 一 大 城市 一 -悉尼 , 驻 在 
新 南 威 尔 上 大 学 ,其 它 国家 代表 队 也 相继 到 来 . 本 次 活动 有 许 
多 亚太 地 区 的 国家 参赛 ,正式 队员 来 自 49 个 国家 和 地 区 , 共 
268 名 选手 . 

在 悉尼 的 几 天 , 澳 方 安排 各 国 选手 参观 游览 . 悉尼 是 座 山 
城 ,濒临 南 太平 洋 ,三 面 环 海 ,风光 绮丽 . 7 月 的 北半球 正 是 炎 
炎夏 日 ,可 南半球 的 澳洲 却 是 冬季 . 据说 ,这 里 的 植物 都 是 冬 
天 生长 ,夏天 休眠 ,所 以 七 月 的 悉尼 仍 是 绿 草 如 芮 ,鲜花 盛开 ， 
有 如 春光 明媚 . 

我 们 一 同 来 到 了 举世 闻名 的 悉尼 歌剧 院 , 这 座 著 名 的 建 
筑 群 由 数 个 贝壳 形 的 结构 组 成 , 符 立 在 莫 波 葛 澜 的 海边 . 阳光 
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下 , 衬 着 湛蓝 的 天 空 , 更 显得 洁白 和 高 雅 ,别有一番 情趣 . 在 动 
物 园 ,我 们 看 到 了 许多 南半球 特有 的 动物 . 时 值 “国宝 ”大 熊 猎 
“MBSE KA” BE. SFR KKM, EH BEER 
猫 的 风采 ,并 争先 留念 . 我 们 还 到 了 绿 树 成 萌 的 皇家 植物 园 ， 
古色 十 香 的 唐人 街 , 在 高 符 入 云 的 悉尼 塔 上 , 俯 梧 悉尼 全 城 ， 
山水 相依 ,真是 一 座 美丽 的 城市 . 

几 天 的 活动 中 ,我 们 已 结识 了 一 些 新 朋友 ,彼此 用 不 太 熟 
悉 的 英语 交谈 . 交换 纪念 品 . 中 国 的 熊猫 纪念 章 在 这 里 大 受 欢 
迎 , 甚 译 连 我 们 自己 也 没 能 佩戴 这 种 纪念 章 . 同时 ,我 们 惊奇 
地 发 现 ,参赛 者 中 有 许多 华人 选手 . 除 来 自 大 陆 的 以 外 ,还 有 
来 自 香港 地 区 的 陈 迅 , 叶 能 钧 , 梁 永 康 , 游 淑 娴 等 六 人 ,新 加 坡 
的 林 况 裔 , 郑 荣 潜 , 张 国 伟 , 杨 永 炮 , 颜 业 圣 等 六 人 ,巴西 的 宋 
LL fi, BRAC AL AY BP 3E TE 9 EHE RH, WB 
国 、 芬 兰 的 华人 ,我 们 用 相同 的 语言 交谈 ,互相 鼓励 , 倍 感 亲 
Yj. 

14 日 早晨 ,我 们 乘 车 从 悉尼 来 到 澳大利亚 首都 一 一 堪 培 
拉 . 通过 几 天 的 休整 ,我 们 逐渐 适应 下 来 ， 以 充 浏 的 精力 来 迎 
接 15,16 日 的 考试 . 

14 日 下 午 , 在 堪培拉 高 等 教育 学 院 体育 馆 举 行 了 开幕 式 . 
第 二 天 ,考试 开始 了 ,每 个 人 都 怀 着 激动 的 心情 走 进 考场 , 考 
试 在 紧张 的 气氛 中 进行 ,参赛 者 既 须 有 雄厚 的 数学 功底 ,又 须 
正常 发 挥 才 可 能 取得 好 成 绩 , 解 题 既 要 思维 活跃 ,又 要 小 心 翼 
翼 ,每 个 参赛 队员 都 全 力 以 赴 . 

比赛 的 两 天 ,除了 考试 都 是 平静 的 生活 . 第 一 天 的 考试 结 
束 后 ,每 个 人 都 需要 消除 疲劳 , 积 车 精力 ,并 且 保持 思想 稳定 ， 
以 对 待 第 二 天 的 考试 . 由 于 国内 进行 了 集中 训练 ,我 们 的 水 平 ` 
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都 得 以 正常 发 挥 ,考试 完 ,大 家 相互 接触 了 一 下 ,了 解 了 些 情 
况 ,我 们 满怀 信心 但 又 紧张 焦急 地 等 待 成 线 的 揭晓 . 

接 下 来 的 两 天 ,评判 工作 紧张 地 进行 着 . 我 们 继续 在 堪 培 
拉 进 行 一 些 游览 文娱 活动 . 堪培拉 也 是 一 座 多 山 的 城市 ,由 于 
缺少 河流 ,修筑 了 一 座 大 型 人 工 湖 ,使 这 座 城 市 生 色 不 少 . 我 
们 参观 了 澳大利亚 的 国会 大 厦 ,国家 图 书馆 ,和 战争 纪念 馆 ， 
还 有 一 个 字 宙 观测 中 心 , 并 在 国家 野生 动物 园 里 看 到 了 许多 
严禁 捕猎 的 野生 珍贵 动物 ,如 袋鼠 、 树 袋 熊 等 . 同时, 各国 选手 
共同 的 生活 也 是 非常 丰富 多 彩 的 ,我 们 和 法 国 选手 们 一 同 庆 
祝 他 们 的 国庆 日 ;高 唱 HAPPY BIRTHDAY 为 华裔 澳大利亚 
选手 陶 哲 轩 庆 祝 他 的 十 二 岁 生日 . 陶 哲 轩 虽 是 本 届 比 赛 最 年 
轻 的 选手 , 却 已 是 第 三 次 参加 IMO, 前 两 次 分 别 获得 铜牌 , 银 
牌 ,本 次 比赛 终于 如 愿 以 偿 ,获得 金牌 ,所 有 的 人 都 为 他 高 兴 ， 
并 期 待 这 位 华裔 神童 的 早日 成 功 . 

随 着 评判 工作 的 进行 ,比赛 的 结果 陆续 在 大 厅 的 记分 牌 
上 陈列 出 来 ,苏联 队 以 总 分 217 分 名 列 第 一 ;中 国 队 和 罗马 尼 
亚 队 以 总 分 201 分 并 列 第 二 ; 西 德 队 总 分 174 分 ,名 列 第 四 ; 越 . 
南 第 五 ;美国 第 六 . 至 此 ,大 局 完全 确定 . 我国 选手 何 宏 宇 是 本 
次 比赛 中 得 满分 42 分 的 五 名 选手 之 一 ,获得 金牌 , 陈 噬 以 41 分 
获 金 牌 , 韦 国 恒 , 王 健 梅 , 查 字 涵 , 邹 钢 各 获 一 枚 银牌 . 20 日 下 
午 ,在 首都 堪培拉 剧院 举行 了 隆重 的 颁奖 仪式 ,澳大利亚 总 理 
霍 克 发 表 了 演说 ,并 亲自 为 金牌 获得 者 颁奖 . 本 届 IMO EA 
发 金奖 十 七 枚 ,四 十 来 枚 银牌 和 六 十 多 枚 铜牌 ,32 分 至 42 分 者 
获 金牌 ,23 分 至 31 分 者 获 银牌 ,14 分 至 22 分 者 获 铜牌. 保 加 利 
亚 一 选手 由 于 对 第 六 题 给 出 简明 的 解法 获 特别 奖 . 苏联 队 共 
获 四 枚 金牌 两 枚 银牌 ,中 国 和 罗马 尼 亚 分 获 两 枚 金牌 四 枚 银 
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大 利 亚 等 国 各 获 一 枚 金牌. 新 加 坡 队 和 香港 队 第 一 次 参赛 就 
获 团体 总 分 第 18 名 和 第 24 名 的 好 成 绩 . 本 次 比赛 华人 选手 共 
获 三 枚 金牌 ,六 枚 银牌 ,四 枚 铜牌 ,炎黄 子孙 所 表现 的 聪明 才 
智 是 值得 海内 外 华人 共同 高 兴 的 . 

其 间 , 中 国 驻 澳 使 馆 的 同志 一 直 很 关心 我 们 ,教育 参 移 解 
其 钢 同志 曾 亲 自 到 驻地 看 望 我 们 ,并 带 我 们 参观 了 中 国 驻 澳 
使 馆 和 教育 处 , 当 我 们 在 异国 的 土地 上 再 次 看 到 际 扬 的 五 星 
红旗 ,真是 无 比 的 激动 ,我 们 在 庄严 的 国徽 下 合影 留念 ,并 在 
大 使 馆 我 们 吃 到 了 一 次 多 日 来 想 望 的 真正 的 祖国 饭菜 . 

在 澳大利亚 的 两 星期 ,我 们 得 到 了 向 导 理 查 德 的 最 热情 
的 帮助 ,使 我 们 深 深 地 感受 到 了 澳大利亚 人 民 的 友好 情谊 . 这 
段 时 光 将 是 我 们 永生 难忘 的 . 

第 一 次 出 国 参加 这 样 的 重大 国际 比赛 ,我 们 有 一 种 光荣 
的 责任 感 . 我 们 代表 的 是 全 国 两 千 万 中 学 生 , 要 体现 出 我 国 中 
学 生 的 聪明 才智 和 优良 品质 . 我 们 和 各 国 选手 真诚 交往 ,互相 
学 习 . 这 次 活动 获得 了 极 大 的 成 功 . 

在 澳大利亚 虽然 只 有 短 短 的 两 星期 , 仍 使 我 们 感到 收获 
巨大 . 看 到 澳大利亚 两 百 周年 来 的 建设 成 果 , 我 们 深 深 地 体会 
到 了 建设 祖国 的 迫切 需要 ,感受 到 了 振兴 中 华 的 历史 史 命 .经 
历 了 这 样 一 次 考验 ,使 我 们 一 定 要 在 今后 的 学 习 生活 中 以 更 
大 的 热情 和 勇气 去 迎接 新 的 挑战 

二 十 九 届 奥 赛 的 历程 已 成 为 过 去 . 当 我 们 展望 未 来 的 时 
候 , 应 该 清楚 地 看 到 ,我 们 和 部 分 先进 国家 还 存在 着 一 定 的 差 
BE. 随 着 IMO 活动 的 姻 勃 发 展 ,在 走向 世界 的 进程 中 ,我 们 将 
面临 严重 的 挑战 ,这 就 需要 我 们 广大 的 有 志 于 竞赛 的 同学 为 
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之 奋斗 拼搏. 我 们 深信 “辛勤 的 汗水 总 会 换 来 累累 硕果 ”, 只 要 
每 一 个 同学 都 能 以 更 大 的 信心 和 勇气 来 面 对 这 一 挑战 ,我 国 
的 中 学 数学 竞赛 水 平定 将 在 国际 竞争 中 走 在 世界 最 前 列 . 

最 后 ,我 们 预 祝 我 国 选手 在 今后 的 国际 数学 奥林匹克 竞 
赛 中 取得 更 大 的 成 功 ,为 国 争光 . 同时 ,希望 有 更 多 的 同学 通 
过 竞赛 活动 显露 出 才华 ,促进 我 国 数学 事业 的 繁荣 和 发 展 . 
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初等 数学 问题 “1) 


1.a,b,c,d 四 个 数 ,它们 不 全 是 1, 也 不 全 是 0. 我 们 称 这 有 
序 的 四 数 为 第 一 组 数 . 按 下 面 法 则 ,可 以 陆续 得 到 第 二 组 ,第 
三 组 ,… 新 的 数组 . 法 则 是 : 

前 一 组 数 中 的 第 一 个 与 第 二 个 数 之 积 ,第 二 个 与 第 三 个 
数 之 积 , 第 三 个 与 第 四 个 数 之 积 , 第 四 个 与 第 一 个 数 之 积分 别 
当做 相 邻 后 一 组 中 的 第 一 、 第 二 ,第 三 .第 四 个 数 ; 

试 证 明 : 从 第 二 组 数 开始 的 任何 一 组 数 ,都 不 与 第 一 组 
数 相同 . 

2. 设 m,nEN ,求证 


Sian = LLL pet 


m m+ 1 m x n 

总 不 是 整数 . 

3. 试 证 明 : 一 个 6X 6 的 方 格 棋 盘 不 可 能 被 一 个 3-L 型 板 
和 十 一 个 3X1 型 板 完全 覆盖 . 其 中 “3-L” 型 板 为 图 1 所 示 的 图 
形 ,“3X 1 型 板 ” 为 图 2 所 示 的 图 形 . 

4. PRA f(n) 定义 在 N 上 并 且 在 N PRAE, AX FAE n 
EN, MA 

f + 1) > flf@)]. 
求证 : 对 于 任何 EN ,都 有 (x) 二 =. 


(D ”这 个 专栏 是 由 北京 大 学 附中 陈 剑 刚 主 持 下 编写 的 . 每 期 都 由 具有 丰富 
的 中 学 数学 教学 经 验 的 教师 给 出 若干 有 趣味 性 的 数学 问题 ,在 下 一 期 给 出 这 些 
问题 的 解答 . 一 一 编者 注 
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d us 


图 1 图 2 

5，46 个 国家 派 代 表 队 参加 亚洲 数学 竞赛 ,比赛 共 4 个 题 . 
结果 统计 如 下 : 

第 1 题 对 的 学 生 235 人 ; 

第 1、2 两 题 都 对 的 59 人 ; 

第 1、3 两 题 都 对 的 29 人 ; 

第 1、4 两 题 都 对 的 15 人 ，; 

四 个 题 全 对 的 有 3 人 . 
又 知道 有 人 做 对 了 前 三 个 题 , 但 没有 做 好 第 四 个 题 . 

RE: 存在 一 个 国家 ,这 个 国家 派出 的 选手 中 至 少 有 4 人 
恰 只 做 对 了 第 一 个 题目 . 


CHF ARES» 陈 剑 刚 校 ) 
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数学 小 丛书 一 一 智慧 之 花 
(2) 


《果园 问题 与 邮票 问题 主要 目录 


果园 问题 

自行 车 问题 

十 中行 

初等 数学 问题 的 魅力 

邮票 问题 

代数 基本 定理 的 证 明 

因子 分 解 与 素数 判定 (一 ) 

二 项 式 型 恒等式 与 超 几 何 级 数 

美国 第 47 届 Putnam 数学 竞赛 的 问题 与 解法 
第 三 十 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 试题 及 解答 
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© ”NIM 游戏 

O 我 们 能 使 数学 易 懂 吗 ? 

© 1988 年 国际 数学 奥林匹克 
竞赛 试题 解答 


定价 ，2.85 元 


